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FOKSOROZATOK PA´RHUZAMOS LESZA´MLA´LA´SA
IVA´NYI ANTAL, KA´SA ZOLTA´N
Az egyszeru˝ gra´fok foksorozatainak tesztele´se, elo˝a´ll´ıta´sa e´s lesza´mla´la´sa
gazdag irodalommal rendelkezik. Cikku¨nkben pa´rhuzamos algoritmusokat
ismertetu¨nk, melyek seg´ıtse´ge´vel lesza´mla´ltuk az egyszeru˝ gra´fok (G(n))
e´s az izola´lt csu´csot nem tartalmazo´ egyszeru˝ gra´fok (Gz(n)) foksorozatait
n = 24, . . . , 31 csu´cs esete´n.
1. Bevezete´s
A gyakorlatban gyakran elo˝fordulo´ proble´ma ku¨lo¨nbo¨zo˝ objektumok rangsoro-
la´sa (pe´lda´k tala´lhato´ak [89, 95]-ben). Az egyik mo´dszer az, hogy az objektumokat
pa´ronke´nt o¨sszehasonl´ıtjuk, az o¨sszehasonl´ıta´s alapja´n – rendszerint ku¨lo¨nbo¨zo˝, de
esetenke´nt azonos sza´mu´ – pontokat rendelu¨nk az o¨sszehasonl´ıtott objektumok-
hoz, e´s az o¨sszegyu˝jto¨tt pontjaik sza´ma (vagy a nyert e´s vesztett pontok sza´ma´nak
ku¨lo¨nbse´ge) alapja´n rangsoroljuk o˝ket. Az azonos pontsza´mu´ eset ira´ny´ıtatlan
[14, 15, 16, 17, 20, 22, 23, 24, 25, 26, 33, 34, 35, 39, 44, 47, 48, 53, 56, 57, 59, 60,
62, 63, 61, 66, 76, 77, 81, 82, 89, 91, 92, 93, 94, 95, 97, 99, 100, 105, 106, 110, 111,
112, 113, 114, 118, 119, 120, 121, 122, 126, 130, 131, 132, 133, 134, 135, 136, 137,
143, 144, 158, 159, 162, 164, 166, 167, 169, 170, 171, 172, 173, 184, 190, 191], mı´g
a ku¨lo¨nbo¨zo˝ pontsza´mu´ eset ira´ny´ıtott gra´fokkal [1, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 18,
36, 21, 27, 28, 29, 30, 31, 36, 37, 38, 40, 43, 50, 51, 52, 55, 58, 64, 67, 68, 69, 70,
71, 72, 73, 75, 80, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 88, 90, 97, 98, 104, 103, 108, 109, 117,
123, 124, 129, 137, 138, 139, 140, 141, 142, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153,
154, 155, 156, 157, 160, 163, 165, 168, 172, 174, 175, 176, 179, 180, 185, 186, 189]
kapcsolatos proble´ma´kra vezet.
Ku¨lo¨no¨sen gazdag irodalommal rendelkezik az az eset, amikor az eredme´nyek
egyszeru˝ gra´fke´nt reprezenta´lhato´ak (azaz az o¨sszehasonl´ıta´s eredme´nyeke´ppen
vagy mindke´t objektum nulla, vagy mindketto˝ egy pontot kap), e´s a proble´ma a
potencia´lis foksorozatok [71, 187] tesztele´se, rekonstrua´la´sa e´s lesza´mla´la´sa.
Havel 1955-ben [78], Erdo˝s e´s Gallai 1960-ban [56], Hakimi 1962-ben [74], Tri-
pathi e´s munkata´rsai 2010-ben [183] javasoltak egy-egy algoritmust annak eldo¨n-
te´se´re, hogy egy nemnegat´ıv ege´szekbo˝l a´llo´ sorozat lehet-e egy egyszeru˝ gra´f-
hoz tartozo´ foksorozat. Az algoritmusaik futa´si ideje legrosszabb esetben Ω(n2).
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2007-ben Takahashi [177], 2009-ben Hell e´s Kirkpatrick [79], 2011-ben Iva´nyi e´s
munkata´rsai [95], 2012-ben pedig Kira´ly [107] egyma´sto´l fu¨ggetlenu¨l javasolta´k
az Erdo˝s–Gallai-algoritmus linea´ris futa´si ideju˝ va´ltozata´t, 2012-ben pedig Iva´nyi
[87] a Havel–Hakimi-algoritmus tesztelo˝ va´ltozata´t, melyek futa´si ideje legrosszabb
esetben Θ(n).
A klasszikus Havel–Hakimi e´s Erdo˝s–Gallai-te´telekre sza´mos u´j bizony´ıta´s
ismert [32, 45, 116, 181, 182, 183]. Kiterjeszte´seik (0, b)-gra´fokra [46, 145] e´s
(a, b)-gra´fokra [84, 85, 87, 97, 151] szinte´n ismertek. Bemutatjuk a Havel–Hakimi-
algoritmus tesztelo˝ va´ltozatait [87], e´s o¨sszehasonl´ıtjuk a kora´bbi linea´ris tesztelo˝
algoritmusokkal.
Le´teznek korai pa´rhuzamos eredme´nyek is, la´sd pe´lda´ul [3, 115, 149, 168, 174].
Az Erdo˝s–Gallai-enumerating algoritmus (EGE1) [95] pa´rhuzamos verzio´ja´t hasz-
na´ltuk fel a 24, . . . , 31 csu´csu´ egyszeru˝ gra´fok foksorozatainak lesza´mla´la´sa´ra.
Megeml´ıtju¨k, hogy ma´s szerzo˝k is felhaszna´lta´k algoritmusunkat ku¨lo¨nbo¨zo˝,
foksorozatokkal kapcsolatos proble´ma´k megolda´sa´ra [16, 41, 54].
Legyenek l, m, n, u ege´sz sza´mok, u ≥ l, m ≥ 1, n ≥ 1. Ha l ≤ bi ≤ u
(i = 1, . . . ,m), akkor az ege´sz sza´mokbo´l a´llo´ b = b1, . . . , bm sorozatot (l, u,m)-
korla´tosnak nevezzu¨k. Ha b (0, n − 1, n)-korla´tos, akkor n-korla´tosnak, ha az
n− 1 ≥ b1 ≥ · · · ≥ bn ≥ 0 felte´telt is kiele´g´ıti, akkor n-szaba´lyosnak nevezzu¨k. Ha
egy n-szaba´lyos sorozat elemeinek o¨sszege pa´ros, akkor n-pa´ros. Ha le´tezik olyan
n csu´csu´ egyszeru˝ gra´f, amelynek b a foksorozata, akkor azt mondjuk, hogy a b
sorozat n-gra´fos [71, 188]. Ha nincs ilyen gra´f, akkor b nemgra´fos. Egy n-szaba´lyos
b sorozat elso˝ i eleme´t az i-hez tartozo´ fejnek, az azt ko¨veto˝ n− i eleme´t pedig az
i indexhez tartozo´ faroknak nevezzu¨k.
Cikku¨nk fo˝ ce´lja a linea´ris Erdo˝s–Gallai-algoritmus pa´rhuzamos megvalo´s´ı-
ta´sa´nak bemutata´sa. Ba´r a proble´ma o¨nmaga´ban is e´rdekes, sza´munkra a fo˝ moti-
va´cio´t Frank Andra´s [65, Research problem 2.3.1] monogra´fia´ja´ban szereplo˝ ke´rde´s
megva´laszola´sa jelenti:
”
Do¨ntsu¨k el, hogy egy n ege´sz sza´mbo´l a´llo´ sorozat lehet-e
egy n csapatbo´l a´llo´ labdaru´go´ bajnoksa´g ve´geredme´nye.” A potencia´lis futballsoro-
zatok tesztele´se´nek e´s rekonstrua´la´sa´nak fontos re´szproble´ma´ja a do¨ntetlen soro-
zatok kezele´se. Mivel az
”
Ez a sorozat gra´fos?” e´s az
”
Ez a sorozat egy labdaru´go´
do¨ntetlen sorozat?” ke´rde´sek ekvivalensek (la´sd [87, 99, 115, 121, 165]), eze´rt a
gyors va´lasz le´tfontossa´gu´ sza´munkra.
Cikku¨nk fele´p´ıte´se a ko¨vetkezo˝. A bevezeto˝ 1. re´sz uta´n a 2. re´szben bemu-
tatjuk a pa´rhuzamos programunk alapja´ul szolga´lo´ linea´ris ugro´ Erdo˝s–Gallai-
algoritmust (EGLJ), majd a . re´szben ismertetju¨k az EGLJ-algoritmus lesza´mla´lo´
va´ltozata´t. A . re´szben a feladat szaba´lyos sorozatokon alapulo´ felbonta´sa´t, mı´g
az . re´szben a pa´ros sorozatokon alapulo´ felbonta´sa´t mutatjuk be. A 6. re´szben
az EGLJ-algoritmus pa´rhuzamos va´ltozata´t (EGP), a 7. re´szben pedig a grafikus
e´s nem grafikus sorozatok a´tugra´sa´nak leheto˝se´geit elemezzu¨k, ve´gu¨l a 8. re´szben
o¨sszegezzu¨k az eredme´nyeket.
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2. Linea´ris ugro´ Erdo˝s–Gallai-algoritmus (EGLJ)
Kora´bbi cikkeinkben [87, 89, 95] ismertettu¨k a klasszikus Havel–Hakimi (HH)
[74, 78] e´s Erdo˝s–Gallai-algoritmusokat (EG) [56], valamint ezek ku¨lo¨nbo¨zo˝ jav´ı-
ta´sait. Fontos megjegyezni, hogy HHL linea´ris csak teszteli a megvizsga´lt soro-
zatokat, de nem a´ll´ıt elo˝ a gra´fos sorozatoknak megfelelo˝ gra´fot. Ugyanakkor a
helyrea´ll´ıto´ va´ltozat mindenke´ppen Ω(n2) ido˝t ige´nyel.
2011-ben [95] bemutattuk a HH-algoritmus (HH) ne´ha´ny gyors´ıtott va´ltozata´t,
majd 2012-ben [87] a linea´ris Havel–Hakimi-algoritmust (HHL).
Jelen cikku¨nkben ta´bla´zatokkal, valamint grafikonokkal o¨sszehasonl´ıtjuk a HH-
e´s EG-algoritmusok ku¨lo¨nbo¨zo˝ va´ltozatainak futa´si ideje´t.
A cikk programjaiban a [49] tanko¨nyvben le´ırt pszeudoko´d konvencio´kat ko¨-
vetju¨k.
A HH-algoritmus gyors´ıtott va´ltozatai ko¨zu¨l csak a HHT-algoritmus ko´dja´t
isme´telju¨k meg, mivel ko¨zreadjuk annak elemze´se´t, mennyi ese´ly van arra, hogy a
HHT ma´r az elso˝ le´pe´sben felismer egy nemgrafikus n-szaba´lyos sorozatot. Itt e´s a
tova´bbiakban n a sorozat hossza´t (a gra´f csu´csainak sza´ma´t) jelo¨li, b = b1, . . . , bn
pedig a vizsga´lando´ (0, 1, n)-szaba´lyos sorozatot.
2.1. Algoritmus. Havel-Hakimi-Testing (n, b)
Bemenet: n: csu´csok sza´ma (n ≥ 1);
b = b1, . . . , bn: a megvizsga´lando´ n-szaba´lyos sorozat.
Kimenet: 0 vagy 1: 1, ha b gra´fos, e´s 0 egye´bke´nt.
Munkava´ltozo´: i: ciklusva´ltozo´.
1. for i = 1 to n− 1 // 1–6. sor: b elemeinek tesztele´se
2. if i+ bi > n vagy bi+bi = 0 // 2–3. sor: b nem grafikus
3. return 0
4. for j = i+ 1 to i+ bi
5. bj = bj − 1
6. bi+1, . . . , bn rendeze´se nemno¨vekvo˝ sorrendbe
7. return 1 // 7. sor: b grafikus
Ebben a HHT-algoritmusban az eredeti HH-algoritmust kiege´sz´ıtettu¨k a 3. sor-
ban ve´gzett, a bemeno˝ sorozat minden eleme´re legfeljebb konstans ido˝t ige´nylo˝
elleno˝rze´se´vel, amely jelzi, ha a sorozat ro¨vidse´ge, vagy a nulla´k nagy sza´ma miatt
ma´r a legnagyobb foksza´mu´ csu´csot sem tudjuk a szu¨kse´ges sza´mu´ ma´sik csu´ccsal
o¨sszeko¨tni.
Ez az elleno˝rze´s a bemenetke´nt szo´bajo¨vo˝ [89, 95]
R(0, n− 1, n) =
(
2n− 1
n− 1
)
(1)
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(0, n−1, n)-szaba´lyos sorozat ko¨zu¨l pontosan azokat szu˝ri ki, amelyekben b1 = n−1
e´s bn = 0, vagy b1 = n − 2 e´s bn−1 = 0 vagy . . . vagy b1 = 1 e´s b2 = 0. I´gy az (1)
ke´plet seg´ıtse´ge´vel azt kapjuk, hogy a kiszu˝rt sorozatok F (n) sza´ma
F (n) =
n−1∑
i=1
Fi(n) =
n−1∑
i=1
(
2i− 1
i− 1
)
.
Az 1. ta´bla´zat tartalmazza a csapatok n sza´ma´t, az n− 1 (Fn−1(n)), az n− 2
(Fn−2(n)) e´s az n − 3 (Fn−2(n)) elemmel kezdo˝do˝, valamint az o¨sszesen kiszu˝rt
sorozatok F (n) sza´ma´t n = 1, . . . , 32 csapat esete´n.
A ko¨vetkezo˝ 2.2. algoritmus EG leggyorsabb, a´ltalunk ismert soros va´ltozata
(ez a [125] dolgozatban le´ırt algoritmus egyszeru˝s´ıtett va´ltozata). Az algoritmus
alapja a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´s.
2.1. Te´tel. Legyen n ≥ 1 e´s b = b1, . . . , bn egy n-szaba´lyos sorozat.
A b sorozat akkor e´s csak akkor gra´fos, ha elemeinek o¨sszege pa´ros, tova´bba´ ha
i > w, akkor
Hi ≤ i(i− 1) +Hn −Hi
e´s ha i ≤ w1, akkor
Hi ≤ i(i− 1) + i(wi − i) +Hn −Hwi .
Bizony´ıta´s. La´sd [95]. ⊓⊔
2.2. Te´tel. (Iva´nyi, Lucz, Mo´ri, So´te´r, 2011 [95])AzErdo˝s-Gallai-Linear-
Jumping Θ(n) ido˝ alatt do¨nti el, hogy egy n-szaba´lyos b = b1, . . . , bn sorozat
gra´fos-e.
Bizony´ıta´s. La´sd [95]. ⊓⊔
2.2. Algoritmus. Erdo˝s-Gallai-Linear-Jumping (n, F )
Bemenet. n: a foksorozat hossza´t adja meg;
b: az elleno˝rizendo˝ foksorozat.
Kimenet. ha a b sorozat grafikus, akkor 1, egye´bke´nt pedig 0.
1. H1 = b1 // 1. sor: H1 sza´mı´ta´sa
2. for i = 2 to n // 2–3. sor: H e´rte´keinek sza´mı´ta´sa
3. Hi = Hi−1 + bi
4. if Hn pa´ratlan // 4–5. sor: parita´s elleno˝rze´se
5. return 0 // 4. sor: hiba´s sorozat elutas´ıta´sa
6. w = n // 5. sor: su´lypont kezdeti e´rte´ke´nek bea´ll´ıta´sa
7. i = 1 // 7–15. sor: sorozat elleno˝rze´se
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8. while bi = bi + 1 and i ≤ n− 1 // 8–9. sor: elleno˝rzo˝pont elleno˝rze´se
9. i = i+ 1
10. while w > 1 and fi ≤ i // 10–11. sor: su´lypont friss´ıte´se
11. w = w − 1
12. if w < i // 12–13. sor: su´lypont elleno˝rzo˝pont elo˝tt van
13. while w > 1 and i < 1 // 13–14. sor: su´lypont friss´ıte´se
14. if w > i // 14-15. sor: su´lypont elleno˝rzo˝pont uta´n van
15. if Hi > Hn −Hi + i(i− 1) // 15–16. sor: rossz sorozat elutas´ıta´sa
16. return 0
17. else if Hi > Hn−Hw + i(i− 1) // 17–18. sor: rossz sorozat elutas´ıta´sa
18. return 0
19. return 1 // 19. sor: jo´ sorozat elfogada´sa
Egy (szaba´lyos) pa´ros s = s1, . . . , sn sorozatot nullamentesnek nevezu¨nk, ha
sn > 0.A 2. ta´bla´zatban la´thatjuk a tesztelt nullamentes sorozatok sza´ma´t (Ez(n)),
valamint az egy sorozatra juto´ a´tlagos tesztele´s ideje´t mikroszekundumban az EGL
(TEGL(n)/Ez(n)), EGLJ (TEGLJ(n)/Ez(n)) e´s HHL (THHL(n)/Ez(n)) esete´n, ahol
n = 10, . . . , 19. Az n = 1, . . . , 9 e´rte´kek nem szerepelnek a ta´bla´zatban, mivel a
futa´si ideju¨ket a me´re´s sora´n programunk nulla´ra kerek´ıtette.
Az 1. a´bra´n la´thatjuk az EGL, EGLJ e´s HHL a´tlagos futa´si ideje´t a csu´csok
sza´ma´nak fu¨ggve´nye´ben. A ha´romszo¨gek mutatja´k az (n, T (n)) pa´rokat a linea´-
ris Erdo˝s–Gallai-algoritmus (EGL) esete´ben, a ne´gyzetek a linea´ris ugro´ Erdo˝s–
Gallai-algoritmus (EGLJ) esete´ben, mı´g a gye´ma´ntok a linea´ris Havel–Hakimi-
algoritmust (HHL) jelzik.
A 3. ta´bla´zatban tala´lhato´ a nullamentes gra´fos sorozatok Gz(n) sza´ma, vala-
mint a nullamentes sorozatok elleno˝rze´se´nek a´tlagos mu˝veletsza´ma az EGL
(OEGL(n)/Ez(n)), EGLJ (OEGLJ(n)/Ez(n)) e´s HHL (OHHL(n)/Ez(n)) esete´n, ahol
n = 2, . . . , 19.
A 2. a´bra´n la´thatjuk az EGL, EGLJ e´s HHL a´tlagos mu˝veletsza´ma´t a csu´csok
sza´ma´nak fu¨ggve´nye´ben. A (honlapon le´vo˝ va´ltozatban zo¨ld) ha´romszo¨gek mutat-
ja´k az (n,O(n)) pa´rosokat a linea´ris Erdo˝s–Gallai-algoritmus (EGL) esete´ben, a
(piros) ne´gyzetek a linea´ris ugro´ Erdo˝s–Gallai-algoritmus (EGLJ) esete´n, mı´g a
(ke´k) gye´ma´ntok a linea´ris Havel–Hakimi-algoritmust (HHL) jelzik.
Mu˝veletnek sza´mı´tottunk minden o¨sszehasonl´ıta´st, o¨sszeada´st, kivona´st, szor-
za´st, oszta´st, marade´kke´pze´st e´s e´rte´kada´st. Kive´telt ke´peztek a ciklusok to¨rzse´-
ben szereplo˝ indexva´ltozo´k. Pe´lda´ul a H[i]− i · (i − 1) > R parancs elve´gze´se´hez
ha´rom mu˝veletre van szu¨kse´g: a H[i]− i · (i− 1) kivona´sra, az i · (i− 1) szorza´sra,
valamint a H[i] − i · (i − 1) > R o¨sszehasonl´ıta´sra. Az i − 1 t´ıpusu´ kivona´sokat
nem sza´moltuk, mert az i a hozza´ tartozo´ ciklus indexva´ltozo´ja.
Pe´ldake´nt tekintsu¨k re´szletesen az (1, 1) nullamentes sorozat tesztele´se´t.
A pe´lda az EGL [95], az EGLJ [125], valamint a HHL [87] pszeudoko´dja´n ala-
pul.
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n Fn−1(n) Fn−2(n) Fn−3(n) F (n)
100F (n)
R(n)
2 1 — — 1 33.3333
3 3 1 — 4 40.0000
4 10 3 1 14 40.0000
5 35 10 3 49 38.8889
6 126 35 10 175 37.8788
7 462 125 35 637 37.1212
8 1 716 462 126 2 353 36.5657
9 6 435 1 716 462 8 788 36.1497
10 24 310 6 435 1 716 33 098 35.8289
11 92 378 24 310 6 435 125 476 35.5742
12 352 716 92 378 24 310 478 192 35.3671
13 1 352 078 352 716 92 378 1 830 270 35.1955
14 5 200 300 1 352 078 352 716 7 030 570 35.0507
15 20 058 300 5 200 300 1 352 078 27 088 870 34.9269
16 77 558 760 20 058 300 5 200 300 104 647 630 34.8198
17 300 540 195 77 558 760 20 058 300 405 187 825 34.7263
18 1 166 803 110 300 540 195 77 558 760 1 571 990 935 34.6439
19 4 537 567 650 1 166 803 110 300 540 195 6 109 558 585 34.5707
20 17 672 631 900 4 537 567 650 1 166 803 110 23 782 190 485 34.5053
21 68 923 264 410 17 672 631 900 4 537 567 650 92 705 454 895 34.4465
22 269 128 937 220 68 923 264 410 17 672 631 900 361 834 392 115 34.3933
23 1 052 049 481 860 269 128 937 220 68 923 264 410 1 413 883 873 975 34.3450
24 4 116 715 363 800 1 052 049 481 860 269 128 937 220 5 530 599 237 775 34.3008
25 16 123 801 841 550 4 116 715 363 800 1 052 049 481 860 21 654 401 079 325 34.2604
26 63 205 303 218 876 16 123 801 841 550 4 116 715 363 800 84 859 704 298 201 34.2232
27 247 959 266 474 052 63 205 303 218 876 16 123 801 841 550 332 818 970 772 253 34.1889
28 973 469 712 824 056 247 959 266 474 052 63 205 303 218 876 1 306 288 683 596 310 34.1572
29 3 824 345 300 380 220 973 469 712 824 056 247 959 266 474 052 5 130 633 983 976 530 34.1277
30 15 033 633 249 770 500 3 824 345 300 380 220 973 469 712 824 056 20 164 267 233 747 100 34.1003
31 59 132 290 782 430 700 15 033 633 249 770 500 3 824 345 300 380 220 79 296 558 016 177 800 34.0747
32 232 714 176 627 630 000 59 132 290 782 430 700 15 033 633 249 770 500 312 010 734 643 808 000 34.0507
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n Ez(n)
TEGL(n)
Ez(n)
TEGLJ(n)
Ez(n)
THHL(n)
Ez(n)
10 21 942 0.683620 0.000000 0.000000
11 83 980 0.369136 0.190521 0.381083
12 323 554 0.336883 0.194712 0.287433
13 1 248 072 0.299662 0.213128 0.237967
14 4 829 708 0.319895 0.226101 0.222788
15 18 721 080 0.338281 0.241371 0.226643
16 72 714 555 0.348197 0.251665 0.233406
17 282 861 360 0.379355 0.255846 0.240789
18 1 101 992 870 0.377512 0.267014 0.249460
19 4 298 748 300 0.394.319 0.281491 0.261416
2. ta´bla´zat. Nullamentes sorozatok sza´ma, valamint az a´tlagos futa´si ido˝ mikro-
szekundumban az EGL, EGLJ, valamint HHL esete´n.
1. a´bra. Az EGL, EGLJ e´s a HHL a´tlagos futa´si ideje.
A HHL-nek 14 mu˝veletre van szu¨kse´ge: 1 o¨sszehasonl´ıta´sra az 1. sorban, 1
o¨sszehasonl´ıta´sra a 3. sorban, 1 e´rte´kada´sra az 5. sorban, 5 mu˝veletre a 6. e´s
7. sorban (1 i = 1 e´rte´kada´s, 1 o¨sszeada´s az i no¨vele´se´ne´l, 2 o¨sszehasonl´ıta´s i < n-
re, 1 H1 = s1 e´rte´kada´s), 1 marade´kke´pze´sre, 1 o¨sszehasonl´ıta´sra a 8. sorban, 1
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n Gz(n)
OEGL(n)
Ez(n)
OEGLJ(n)
Ez(n)
OHHL(n)
Ez(n)
2 1 35.000 13.000 14.000
3 2 55.000 26.500 18.000
4 7 73.000 37.667 29.889
5 20 91.000 51.429 39.357
6 71 101.609 61.473 48.591
7 240 123.495 72.480 57.553
8 871 139.162 82.042 66.123
9 3 148 154.944 91.751 74.552
10 11 655 170.421 100.929 82.749
11 43 332 185.885 110.047 90.824
12 162 769 201.209 118.930 98.758
13 614 718 212.177 124.720 106.591
14 2 330 537 231.659 136.373 114.739
15 8 875 768 246.785 144.939 121.976
16 33 924 858 261.846 153.411 129.552
3. ta´bla´zat. Csu´csok n nullamentes gra´fos sorozatok Gz(n) sza´ma, valamint az
egy nullamentes pa´ros sorozatra juto´ a´tlagos mu˝veletsza´m az EGL, EGLJ e´s a
HHL-algoritmus e´s 2, . . . , 16 csu´cs esete´n.
2. a´bra. Az EGL, EGLJ e´s a HHL a´tlagos mu˝veletsza´ma nullamentes pa´ros
sorozatok tesztele´se esete´n.
e´rte´kada´sra a 10. sorban, 2 kivona´sra e´s egy e´rte´kada´sra a 13. sorban, valamint 1
o¨sszehasonl´ıta´sra a 14–22. sorban.
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Az EGLJ-nek 13 mu˝veletre van szu¨kse´ge: 1 e´rte´kada´sra az 1. sorban, 5 mu˝ve-
letre a 2–3. sorban (ciklusva´ltozo´ kezdeti e´rte´ke´nek bea´ll´ıta´sa e´s no¨vele´se, 1 o¨ssze-
hasonl´ıta´s, ke´tHi e´rte´kada´s), 1 marade´kke´pze´sre e´s 1 o¨sszehasonl´ıta´sra az 5–8. sor-
ban, 1 e´rte´kada´sra a 9. sorban, 4 mu˝veletre a 10–28. sorban (ciklusva´ltozo´ kezdeti
e´rte´ke´nek bea´ll´ıta´sa e´s no¨vele´se, 1 o¨sszehasonl´ıta´s a 11. sorban e´s 1 o¨sszehasonl´ıta´s
a 17. sorban).
Az EGL-nek 35 mu˝veletre van szu¨kse´ge: 1 e´rte´kada´sra az 1. sorban, 9 mu˝ve-
letre a 2–3. sorban (ciklusva´ltozo´ kezdeti e´rte´ke´nek bea´ll´ıta´sa e´s no¨vele´se ke´tszer,
o¨sszehasonl´ıta´sa ke´tszer, 2 o¨sszeada´s a Hi esete´ben, 2 e´rte´kada´s a Hi esete´ben)
1 marade´kke´pze´sre, 1 o¨sszehasonl´ıta´sra a 4. sorban, 1 e´rte´kada´sra a 7. sorban,
7 mu˝veletre a 8–12. sorban (ciklusva´ltozo´ kezdeti e´rte´ke´nek bea´ll´ıta´sa e´s no¨ve-
le´se ke´tszer, o¨sszehasonl´ıta´sa ke´tszer, ela´gaza´s tesztele´se ke´tszer), 4 mu˝veletre a
13–14. sorban (ciklusva´ltozo´ kezdeti i e´rte´ke´nek bea´ll´ıta´sa e´s cso¨kkente´se, 1 o¨ssze-
hasonl´ıta´s, 1 e´rte´kada´s), 11 mu˝veletre a 15–23. sorban (ciklusva´ltozo´ kezdeti e´rte´-
ke´nek bea´ll´ıta´sa e´s no¨vele´se, 9 o¨sszehasonl´ıta´s).
A 4. ta´bla´zatban tala´lhato´ az amortiza´lt mu˝veletek sza´ma´nak e´s a nullamen-
tes pa´ros sorozatok Ez(n) sza´ma´nak ha´nyadosa az EGL (OEGL(n)/Ez(n)), az
EGLJ (OEGLJ(n)/Ez(n)) e´s a HHL (OHHL(n)/Ez(n)) algoritmusok esete´n, ahol
n = 2, . . . , 16.
n
OEGL(n)
Ez(n)
OEGLJ(n)
Ez(n)
OHHL(n)
Ez(n)
2 17.500 6.500 7.000
3 18.333 8.833 6.000
4 18.250 9.417 7.472
5 18.200 10.286 7.781
6 16.935 10.246 8.099
7 17.642 10.154 8.222
8 17.395 10.255 8.265
9 17.216 10.195 8.284
10 17.042 10.093 8.275
11 16.899 10.004 8.257
12 16.767 9.911 8.230
13 16.321 9.593 8.199
14 16.547 9.741 8.196
15 16.452 9.663 8.132
16 16.365 9.588 8.097
4. ta´bla´zat. Az amortiza´lt mu˝veletek sza´ma a nullamentes sorozatokra ne´zve az
EGL, EGLJ, valamint HHL-algoritmusokra n = 2, . . . , 16 csu´cs esete´ben.
A 3. a´bra´n la´thatjuk az EGL, EGLJ e´s HHL amortiza´lt mu˝veletsza´ma´t.
A (zo¨ld) ha´romszo¨gek mutatja´k az (n,O(n)) pa´rosokat a linea´ris Erdo˝s–Gallai-
algoritmus esete´ben (EGL), a (piros) ne´gyzetek a linea´ris ugro´ Erdo˝s–Gallai-algo-
ritmus esete´ben, mı´g a (ke´k) gye´ma´ntok a linea´ris Havel–Hakimi-algoritmust jelzik.
A 4. ta´bla´zat e´s a 3. a´bra alapja´n kijelentheto˝, hogy az EGL, EGLJ e´s HHL-
algoritmusok CAT (konstans ido˝ben amortiza´lt) algoritmusok (la´sd [161]).
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3. a´bra. Az amortiza´lt mu˝veletek sza´ma a nullamentes sorozatokra ne´zve az EGL,
EGLJ, valamint HHL esete´ben.
3. Lesza´mla´lo´ Erdo˝s–Gallai-algoritmus (EGE)
A gra´felme´let egyik klasszikus proble´ma´ja ku¨lo¨nbo¨zo˝ gra´fok – to¨bbek ko¨zo¨tt
az egyszeru˝ gra´fok – foksorozatainak lesza´mla´la´sa. Pe´ldake´nt tekintheto˝ a The
On-Line Encyclopedia of Integer Sequences [170], amely n = 1, . . . , 31 csu´csra
tartalmazza az egyszeru˝ gra´fok foksorozatainak sza´ma´t (az n = 20, . . . , 23 e´rte´ke-
ket 2011. ju´liusa´ban adta meg Nathann Cohen, mı´g az n = 24, . . . , 29 e´rte´kek a
2011. november 15-e´n ele´rt eredme´nyeink [95]).
Az u´j, gyors´ıtott EGL-algoritmust alkalmaztuk a nagyobb e´rte´ku˝ n-ek meghata´-
roza´sa´ra.
A szaba´lyos sorozatok elleno˝rze´se´t e´s a gra´fos sorozatok lesza´mla´la´sa´t tu˝ztu¨k
ki ce´lul. Az n-szaba´lyos sorozatok R(n) sza´ma
R(n) =
(
2n− 1
n
)
, (2)
a nullamentes sorozatok Rz(n) sza´ma pedig
Rz(n) =
(
2n− 2
n
)
. (3)
A (2) e´s a (3) ke´pleteket egyszeru˝en megkaphatjuk az isme´tle´ses kombina´cio´kra
vonatkozo´ ke´plettel [19], vagy egyszeru˝ ko¨zvetlen bizony´ıta´ssal [95].
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n R(n) E(n)
39 13608507434599516007800 6804253717317430635800
40 53753604366668088230810 26876802183368505747610
41 212392290424395860814420 106196145212266853671620
42 839455243105945545123660 419727621553107337030440
43 3318776542511877736535400 1659388271256207997204920
44 13124252690842425594480900 6562126345421738821981380
45 51913710643776705684835560 25956855321889404891899640
46 205397724721029574666088520 102698862360516845690726160
47 812850570172585125274307760 406425285086296679352517680
48 3217533506933149454210801550 1608766753466582789006321550
49 12738806129490428451365214300 6369403064745230349484448700
50 50445672272782096667406248628 25222836136391079936354733752
51 199804427433372226016001220056 99902213716686176213303828904
52 791532924062974587678774064068 395766462031487417819020269060
53 3136262529306125724764953838760 1568131264653063110341743393432
54 12428892245768720464809261509160 6214446122884360719139487166608
55 49263609265046928387789436527216 24631804632523465167364431087664
56 195295022443578894680165266232892 97647511221789449252255283306556
57 774327632846470705223111406467256 387163816423235356435901003613848
58 3070609578529107968988200404956360 1535304789264553992010916827363440
59 12178349853827309571919303301013360 6089174926913654800993284900277200
60 48307454420181661301946569760686328 24153727210090830680539430271558520
5. ta´bla´zat. A szaba´lyos e´s pa´ros sorozatok sza´ma n = 39, . . . , 60 esete´n.
Ascher 1987-ben a ko¨vetkezo˝ explicit formula felhaszna´la´sa´val hata´rozta meg a
pa´ros sorozatok E(n) sza´ma´t (pontosabban a mu torere nevu˝ maori ja´te´k bizonyos
a´llapotainak sza´ma´t):
3.1. Lemma. (Ascher [5], Sloane, Pfoffe [172]) Ha n ≥ 1, akkor a pa´ros soro-
zatok E(n) sza´ma
E(n) =
1
2
((
2n− 1
n
)
+
(
n− 1
⌊n/2⌋
))
. (4)
Bizony´ıta´s. La´sd [5]. ⊓⊔
A (2) e´s (4) ke´pletek felhaszna´la´sa´val meghata´roztuk az R(n) e´s E(n) e´rte´keket
n = 1, . . . , 100 esete´n. Az n = 1, . . . , 38 eredme´nyeket [95]-ben publika´ltuk, az
n = 39, . . . , 60 e´rte´kek a 5. ta´bla´zatban tala´lhato´ak, mı´g a tova´bbi e´rte´kek n = 100-
ig az OEIS-ben, valamint az azokat elo˝a´ll´ıto´ program [127]-ben tala´lhato´.
A ko¨vetkezo˝ lemma miatt elegendo˝ a nullamentes pa´ros sorozatok elleno˝rze´se.
3.2. Lemma. (Iva´nyi, Lucz, Mo´ri, So´te´r [95]) Ha n ≥ 2, akkor az n-gra´fos
sorozatok G(n) sza´ma meghata´rozhato´ az (n− 1)-gra´fos sorozatok G(n− 1) e´s az
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n-gra´fos nullamentes sorrozatok Gz(n) sza´ma´bo´l:
G(n) = G(n− 1) +Gz(n),
e´s ha n ≥ 1, akkor
G(n) = 1 +
n∑
i=2
Gz(i).
Bizony´ıta´s. La´sd [95]. ⊓⊔
A [95] cikkben tala´lhato´ 12. e´s 13. lemma´bo´l azt kapjuk, hogyR(n) = Θ(4n/
√
n)
e´s E(n) = Θ(4n/
√
n). A 14. ko¨vetkezme´ny [95] azt a´ll´ıtja, hogy ha n tart a ve´gte-
lenhez, akkor E(n)/R(n) 1/2-hez tart. Szimula´cio´s k´ıse´rleteink alapja´n u´gy gon-
doljuk, hogy a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´s szinte´n igaz: Ez(n) = Θ(4
n/
√
n), e´s ha n tart a
ve´gtelenhez, akkor Ez(n)/R(n) 1/4-hez tart.
A [42, 95] cikkekben szereplo˝ 22. te´tel szerint azonban
4n
cn
< G(n) <
4n
(log n)C
√
n
,
ahol c e´s C pozit´ıv konstansok.
A 2., a 3. e´s a 4. ta´bla´zatban le´vo˝ adatok szerint ha n no˝, akkor a linea´ris
EGL, EGLJ e´s HHL-algoritmusok a´tlagos ko¨ltse´ge cso¨kken. A gra´fos sorozatok
elleno˝rze´se´nek ideje hosszabb, eze´rt ha n tart a ve´gtelenhez, akkor a nemgra´fos
sorozatok elleno˝rze´se´nek a´tlagos ideje e´s a G(n)/Ez(n) sorozat nulla´hoz tart.
Ezeket az eredme´nyeket figyelembe ve´ve azt kapjuk, hogy elegendo˝ sza´munkra
a szaba´lyos sorozatok negyede´nek elleno˝rze´se. A 6. ta´bla´zatban tala´lhato´ a nulla-
mentes gra´fos sorozatok sza´ma, valamint a szaba´lyos sorozatok sza´ma´val elosztott
nullamentes, szaba´lyos sorozatok sza´ma´val elosztott nullamentes gra´fos e´s a sza-
ba´lyos sorozatok sza´ma´val elosztott gra´fos sorozatok sza´ma. Burns eredme´nye´bo˝l
[42, 95] ko¨vetkezik, hogy az utolso´ ke´t oszlopban tala´lhato´ sorozatok nulla´hoz tar-
tanak.
Az EGE pa´rhuzamos´ıtott EGP va´ltozata´t (la´sd a ko¨vetkezo˝ fejezetben) fel-
haszna´lva meghata´roztuk G(n) e´rte´keit n = 29-ig. Ezen e´rte´kek megtala´lhato´ak a
[95]-ben le´vo˝ 2. ta´bla´zatban.
Megjegyezzu¨k, hogy Gz(n) megadja az izola´lt csu´csokat nem tartalmazo´ egy-
szeru˝ gra´fok sza´ma´t. 2006-ban Gordon Royle [159] vetette fel a ko¨vetkezo˝ ke´rde´st:
igaz-e, hogy ha n tart a ve´gtelenhez, akkor Gz(n+ 1)/Gz(n) 4-hez tart?
Hasonlo´ ke´rde´s vonatkozik a G(n)/G(n + 1) sorozat hata´re´rte´ke´re. Mindke´t
ke´rde´st szimula´cio´val vizsga´ltuk a [90, Conjecture 12, Conjecture 13, Table 4]
cikkben.
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n Gz(n) Ez(n)/R(n) Gz(n)/R(n) G(n)/R(n)
1 0 0.000000 0.000000 1.000000
2 1 0.333333 0.333333 0.666667
3 2 0.200000 0.200000 0.400000
4 7 0.257143 0.200000 0.314286
5 20 0.222222 0.158730 0.246032
6 71 0.238095 0.153680 0.220779
7 240 0.230769 0.139860 0.199301
8 871 0.236053 0.135454 0.188500
9 3148 0.235294 0.129494 0.179391
10 11655 0.237524 0.126166 0.173375
11 43332 0.238095 0.122852 0.168260
12 162769 0.239188 0.120384 0.164278
13 614198 0.245769 0.118108 0.160821
14 2330537 0.240783 0.116188 0.157882
15 8875768 0.241379 0.114439 0.155271
16 33924859 0.241946 0.112880 0.152950
17 130038230 0.242424 0.111448 0.150844
18 499753855 0.242860 0.101137 0.148926
19 1924912894 0.243243 0.108920 0.147158
20 7429160296 0.243590 0.107789 0.145521
21 28 723 877 732 0.2439024 0.106729 0.143997
22 111 236 423 288 0.105733 0.142569
23 431 403 470 222 0.104793 0.141228
24 1 675 316 535 350 0.103903 0.139961
25 6 513 837; 679 610 0.103058 0.138762
26 25 354 842 100 894 0.102254 0.137625
27 98 794 053 269 694 0.101486 0.136542
28 385 312 558 571 890 0.100752 0.135509
29 1 504 105 116 253 904 0.100049 0.134521
30 5 876 236 938 019 300 0.100752 0.135509
31 22 974 847 474 172 374 0.100049 0.134521
6. ta´bla´zat. A csu´csok n e´s a nullamentes gra´fos sorozatok Gz(n) sza´ma,
illetve a nullamentes pa´ros sorozatok Ez(n) sza´ma´nak, a nullamentes gra´fos soro-
zatok Gz(n) sza´ma´nak, valamint a gra´fos sorozatok G(n) sza´ma´nak e´s a szaba´lyos
sorozatok R(n) sza´ma´nak ha´nyadosa n = 1, . . . , 31 csu´cs esete´n.
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Megmutattuk, hogy a nullamentes gra´fos sorozatok sza´ma n = 30 csu´cs esete´n
Gz(30) = 5 876 236 938 019 300,
mı´g n = 31 csu´cs esete´n
Gz(31) = 22 974 847 474 172 374.
Tripathi e´s Vijay [95, 182, 6. lemma e´s 7. te´tel] eredme´nyeit felhaszna´lva le´nye-
gesen cso¨kkenthetju¨k a nullamentes pa´ros sorozatok a´tlagos elleno˝rze´si ideje´t. Tri-
pathi e´s Vijay [182] eredme´nye´vel kapcsolatban bela´ttuk [95], hogy a tesztelt soro-
zatok egyenletes eloszla´sa esete´n az elleno˝rzo˝ pontok sza´ma´nak va´rhato´ e´rte´ke
ko¨ru¨lbelu¨l n/2.
A 3.3. lemma felhaszna´la´sa´val tova´bb gyors´ıthatjuk az EGE-algoritmust. Ha
b = (b1, . . . , bn) egy szaba´lyos sorozat, akkor c = (c1, . . . , cn) lexikografikusan i-
kisebb, mint b, ha
cj = bj for j = 1, . . . , i,
e´s
n∑
j=i+1
cj <
n∑
j=i+1
bj .
3.3. Lemma. Legyen i ege´sz sza´m, melyre 1 ≤ i ≤ n. Ha b = (b1, . . . , bn) egy
nemgra´fos sorozat e´s c = (c1, . . . , cn) lexikografikusan i-kisebb, mint b, akkor c
szinte´n nemgra´fos.
Bizony´ıta´s. La´sd [90]. ⊓⊔
A ko¨vetkezo˝ekben bemutatando´Erdo˝s–Gallai-Enumerating (EGE) az EGL
egy lesza´mla´lo´ va´ltozata. Az algoritmus lexikografikus sorrendben megvizsga´lja a
nullamentes pa´ros sorozatokat, ami leheto˝ve´ teszi a legto¨bb alapveto˝ mu˝velet ve´g-
rehajta´sa´t O(1) a´tlagos ido˝ben.
– Hi (o¨sszegzett foksza´mok): a legto¨bb esetben a b sorozat utolso´ eleme az
egyetlen, amely va´ltozik, ı´gy ilyenkor elegendo˝ a H utolso´ e´rte´ke´t friss´ıteni
a b utolso´ e´rte´ke´nek va´ltoza´sa szerint.
– Ci (elleno˝rzo˝ pontok): ha mo´dos´ıtjuk a sorozat i. eleme´t, akkor az elo˝tte le´vo˝
pontok ugyanazok maradnak, teha´t az o¨sszes elleno˝rzo˝ pont elo˝tt ugyanazok
maradnak, ı´gy elegendo˝ csak az i. index elo˝tti elemet friss´ıteni e´s az o¨sszes
to¨bbit uta´na.
– Wi (su´lypontok): minden alkalommal, amikor az elleno˝rzo˝ algoritmus meg-
kap egy sorozatot elleno˝rze´sre, friss´ıti a su´lypontokat, azonban sosem kezd
1-ro˝l vagy n-ro˝l. Azt az utolso´ e´rte´ket haszna´lja, amelyet akkor haszna´lt,
amikor a sorozat aktua´lis indexe´t elleno˝rizte. Ku¨lo¨nbo¨zo˝ su´lypontokkal ren-
delkezik minden pontra minden egyes i index esete´n, e´s csak eltolja ezeket
az e´rte´keket balra, vagy jobbra.
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Tegyu¨k fel, hogy n, b, H, c, C e´s W globa´lis va´ltozo´k, ı´gy a return utas´ıta´s
nem ige´nyel to¨bbletido˝t.
Az EGE fontos tulajdonsa´ga, hogy a ko¨vetkezo˝ proble´ma´kat Θ(1) a´tlagos ido˝-
ben megoldja:
– egy nullamentes sorozat genera´la´sa;
– egy sorozathoz tartozo´ H o¨sszegzett foksza´mok friss´ıte´se;
– egy sorozathoz tartozo´ C elleno˝rzo˝ pontok friss´ıte´se;
– egy sorozathoz tartozo´ W su´lypontok friss´ıte´se.
Noha az EGE a re´szproble´ma´k to¨bbse´ge´t sorozatonke´nt a´tlagosan Θ(1) ido˝ben
megoldja, az elleno˝rzo˝ pontokna´l le´vo˝ munka to¨bb ido˝t ige´nyel, eze´rt a teljes futa´si
ido˝ Θ(E(n)).
Az Erdo˝s–Gallai-Enumerating program [95] 8. te´tele´n alapul.
3.1. Algoritmus. Erdo˝s–Gallai-Enumerating (n,Gz)
Bemenet. n: csu´csok sza´ma (n ≥ 4);
b = b1, . . . , bn: n-szaba´lyos sorozat.
Kimenet. Gz: az n hosszu´ nullamentes gra´fos sorozatok sza´ma.
Munkava´ltozo´k. i e´s j: ciklusva´ltozo´k;
H = H1, . . . , Hn: Hi a tesztelt b sorozat elso˝ i eleme´nek o¨ssze;
W =W1, . . . , Wn: Wi az aktua´lis bi-hez tartozo´ su´lypont, b olyan
elemeinek maxima´lis indexe, amelyre igaz, hogy nem kisebbek, mint i;
y: az aktua´lis bi va´go´pontja, azaz i e´s w maximuma.
1. for i = 1 to n // 1–8. sor: kezdeti e´rte´kek bea´ll´ıta´sa
2. bi = n− 1
3. Hi = i(n− 1)
4. Wi = n
5. Ci = 0
6. Gz = 1
7. c = 0
8. bn+1 = −1
9. while b2 ≥ 2 or b1 ≥ 3 // 9. sor: utolso´ sorozat volt?
10. if bn ≥ 3 // 10–14. sor: a ko¨vetkezo˝ sorozat elo˝a´ll´ıta´sa
11. New3(n, b,H, c, C,W )
12. else if bn = 2
13. New2(n, b,H, c, C,W )
14. else New1(n, b,H, c, C,W )
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15. Check(n, b,H, c,W,L) // 15. sor: parame´terek friss´ıte´se
16. Gz = Gz + L // 16. sor: Gz no¨vele´se
17. return Gz // 17. sor: ve´geredme´ny
Az algoritmus ne´gy elja´ra´st haszna´l. New1, New2, valamint New3 egy u´j
sorozatot genera´lnak (ahol bn 1, 2, illetve 3) e´s friss´ıtik a fo˝ parame´tereket, mı´g a
Check eldo¨nti, hogy az aktua´lisan megvizsga´lt sorozat gra´fos-e vagy sem.
A Check elja´ra´sban az EGLJ felte´tele´t [125, (26) egyenlo˝se´g] haszna´ljuk fel.
Check(n, b,H, c, C,W )
1. for i = 1 to c // 1–4. sor: elleno˝rzo˝pontok tesztele´se
2. y = max(WCi , i) // 2. sor: aktua´lis va´go´pont kisza´mı´ta´sa
3. if Hi > i(y − 1) +Hn −Hy // 3–4. sor: EG tesztele´s
4. return 0
5. return 1 // 6. sor: b gra´fos
New3(n, b,H, c, C,W )
1. bn = bn − 2 // 1–10. sor: u´j sorozat elo˝a´ll´ıta´sa, ha bn = 3
2. Hn = Hn − 2
3. if bn = bn−1 − 2
4. c = c+ 1
5. Cc = n− 1
6. Wbn =Wbn − 1
7. if bn ≤ bn−1
8. Wbn+1 = n+ 1
9. Wbn = n+ 1
10. return H, c
New2(n, b,H)
1. if bn−1 = 2 // 1–53. sor: u´j sorozat elo˝a´ll´ıta´sa, ha bn = 2
2. bn = 1 // 1–9. sor: u´j sorozat elo˝a´ll´ıta´sa, ha bn−1 = 2
3. bn−1 = 1
4. Hn−1 = Hn−1 − 1
5. Hn = Hn − 2
6. W2 = n− 2
7. if bn−2 = 2 // 7–9. sor: u´j sorozat elo˝a´ll´ıta´sa, ha bn−2 = 2
8. c = c+ 1
9. Cc = n− 1
Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)
FOKSOROZATOK PA´RHUZAMOS LESZA´MLA´LA´SA 57
10. else if bn−1 = 3 // 10–16. sor: u´j sorozat elo˝a´ll´ıta´sa, ha bn−1 = 3
11. bn−1 = 2
12. bn = 1
13. Hn−1 = Hn−1
14. Hn = Hn − 2
15. W3 = n− 2
16. W2 = n− 1
17. else Hn−1 = Hn−1 − 1
18. if bn−2 = bn−1 and bn pa´ratlan
19. bn−1 = bn−1 − 1
20. bn = bn−1
21. Hn = Hn + bn−1 − bn − 1
22. Cc = Cc − 1
23. Wbn−2 = n− 2
24. for i = 1 to bn−2
25. Wi = n
26. if bn−2 = bn−1 and bn − 1 pa´ros
27. bn−1 = bn−1 − 1
28. bn = bn−1 − 1
29. Hn = Hn + bn−1 − bn − 1
30. Cc = Cc − 1
31. c = c+ 1
32. Cc = n− 1
33. Wbn−2 = n− 2
34. Wbn−1 = n− 1
35. for i = 1 to bn−2 − 2
36. Wi = n
37. if bn−2 > bn−1 and bn−1 pa´ros
38. bn−1 = bn−1 − 1
39. bn = bn−1
40. Hn = Hn + bn−1 − bn − 1
41. c = c− 1
42. Wbn−2−1 = n− 2
43. Wbn−2−1 = n− 1
44. for i = 1 to bn−1 − 1
45. Wi = n
46. if bn−2 > bn−1 and bn − 1 pa´ros
47. bn−1 = bn−1 − 1
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48. bn = bn−1 − 1
49. Hn = Hn + bn−1 − bn − 1
50. Wbn−1+1 = n− 1
51. for i = 1 to bn−1 − 1
52. Wi = n
53. return H, c, C,W
New1 hasonlo´New2-ho¨z (ba´r bonyolultabb, la´sdGenerate-New-Sequence
a ko¨vetkezo˝ re´szben), eze´rt azt itt nem re´szletezzu¨k.
4. A feladat re´szekre oszta´sa
(szeletele´s a szaba´lyos sorozatok sza´ma alapja´n)
A lesza´mla´la´s pa´rhuzamos megolda´sa´nak fontos re´sze a feladat kisebb re´szekre
oszta´sa. Ezt szeletele´snek nevezzu¨k.
Feloszta´si mo´dszereink alapja a ko¨vetkezo˝ szaba´lyos (l, u,m)-lemma.
Legyenek l, u e´s m ege´sz sza´mok, tova´bba´ m legyen pozit´ıv. Ekkor az
l ≤ a1 ≤ · · · ≤ am ≤ u
felte´telnek eleget tevo˝ a = a1, . . . am sorozatokat nemcso¨kkeno˝ (l, u,m)-szaba´lyos,
mı´g az
l ≤ am ≤ · · · ≤ a1 ≤ u
felte´telnek eleget tevo˝ sorozatokat nemno¨vekvo˝ (l, u,m)-szaba´lyos sorozatoknak
nevezzu¨k.
4.1. Lemma. (Iva´nyi, Lucz, Mo´ri, So´te´r [95, (21) e´s (22)]) Legyenek l, u e´s m
ege´sz sza´mok, tova´bba´ m legyen pozit´ıv. Ekkor az
l ≤ a1 ≤ · · · ≤ am ≤ u
felte´telnek eleget tevo˝ (l, u,m)-szaba´lyos sorozatok sza´ma
R(l, u,m) =
(
u− l +m
m
)
. (5)
Bizony´ıta´s. Jelo¨lju¨k b-vel a bi = ai + i− 1 elo˝´ıra´ssal ke´pzett b1, . . . , bm sorozatot.
A b sorozatok sza´ma megegyezik az a = a1, . . . , an sorozatok sza´ma´val. Ma´sre´szt
a b sorozatok sza´ma annyi, aha´ny mo´don 2m−1 ku¨lo¨nbo¨zo˝ elem ko¨zu¨l kiva´lasztha-
tunk m elemet, azaz az (5) egyenlo˝se´gben szereplo˝ binomia´lis egyu¨tthato´ valo´ban
megadja a keresett sza´mossa´got. ⊓⊔
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1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20
1 5 15 35
7. ta´bla´zat. A feloszta´shoz haszna´lt ma´trix n = 5 esete´n.
2 2 2 2 2
3 2 2 2 2
3 3 3 3 3
4 2 2 2 2
4 3 3 3 3
4 4 3 3 3
4 4 4 4 4
8. ta´bla´zat. n = 5-o¨s feloszta´s hata´rsorozatai.
Az (5) ke´plet seg´ıtse´ge´vel kisza´mı´thato´, ha´ny olyan sorozat van, amelynek
hossza, valamint elso˝ e´s utolso´ eleme adott. Ezt felhaszna´lva megadhato´ egy ma´t-
rix, amely megadja, ha´ny olyan sorozat van, amely az f e´rte´kkel kezdo˝dik e´s a g
e´rte´kkel ve´gzo˝dik. Ezt a ta´bla´zatot felhaszna´lva a ko¨vetkezo˝ mo´don adhato´ meg a
feloszta´s:
1. va´lasszuk meg a maxima´lis szeletme´retet (ezt a konkre´t sza´mı´ta´sok sora´n u´gy
va´lasztottuk meg, hogy esetu¨nkben ez akkora szeleteket jelentett, amelyek
egy e´jszaka alatt kisza´mı´thato´ak);
2. induljunk el a ma´trix also´ sora´nak elso˝ eleme´to˝l, e´s kezdju¨k a ma´trix tova´bbi
sorait kiolvasni e´s o¨sszegezni mindaddig, amı´g az aktua´lis kapacita´s vagy a
kiolvasando´ e´rte´kek el nem fogytak;
3. ha egy e´rte´k tu´l nagy az adott maxima´lis me´rethez viszony´ıtva, akkor le´pju¨nk
egy sorral feljebb, e´s kezdju¨k el azt a sort kiolvasni addig az oszlopig, ahonnan
felle´ptu¨nk;
4. folytassuk ezt az algoritmust, amı´g az utolso´ sor ve´ge´re nem e´rtu¨nk.
A kora´bban ismertetett algoritmus szerint n = 5-re a 7. ta´bla´zatbo´l kiolvashato´
a 8. ta´bla´zatban la´thato´ feloszta´s. A ta´bla´zatban la´thato´ sorozatok a ko¨vetkezo˝
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mo´don e´rtendo˝ek: az elso˝ szelet az 1; 1; 1; 1; 1 sorozatto´l a 2; 2; 2; 1; 1 sorozatig
tart, a ma´sodik pedig a 2; 2; 2; 2; 2 sorozatto´l a 3; 2; 2; 1; 1 sorozatig e´s ı´gy
tova´bb. Ez a mo´dszer ugyan nem garanta´lja, hogy a re´szfeladatok hossza ponto-
san ugyanakkora legyen, azonban megszu¨nteti a kora´bbiakban tapasztalt
”
mamut”
hata´st.
Ezt a mo´dszert haszna´ltuk fel Gz(29) kisza´mı´ta´sakor. A teljes sza´mı´ta´st o¨ssze-
sen to¨bb mint 15 000 re´szfeladatra felosztva ve´geztu¨k. A teljes feloszta´s genera´la´-
sa´nak elso˝ le´pe´se a 3. ta´bla´zathoz hasonlo´ ma´trix elo˝a´ll´ıta´sa a megfelelo˝ n e´rte´khez.
A ma´trix felto¨lte´se´t ve´gzi el az ala´bbi Generate-Matrix program.
4.1. Algoritmus. Generate-Matrix (n,MaxSize)
Bemenet. n: a csu´csok sza´ma (n ≥ 4);
MaxSize: a maxima´lis megengedett szeletme´ret
(nullmentes szaba´lyos sorozatok maxima´lis sza´ma a szeletben).
Kimenet. A ke´pernyo˝re ı´rjuk a szeleteket hata´rolo´ sorozatokat.
1. for j = n− 1 downto 1 // 1–2. sor: a ma´trix elso˝ sora´nak kito¨lte´se
2. M1j = 1
3. for i = n downto 2 // 3–5. sor: a ma´trix felto¨lte´se
4. for j = 1 n
5. Mi,j =
(
i+j−2
i−1
)
6. GenSequences(M,n, n, 1, n− 1,MaxSize, 0) // 6. sor: szelet genera´la´sa
Miuta´n megvan a ma´trixunk, ma´r csak ki kell olvasnunk belo˝le a szeletek
hata´rsorozatait (a 8. ta´bla´zathoz hasonlo´ alakban) az ala´bbi Generate-Sequen-
ces algoritmus seg´ıtse´ge´vel.
4.2. Algoritmus. Generate-Sequences(M,n, i, j, jm,MaxSize, J)
Bemenet. M : a feloszta´shoz tartozo´ ma´trix, amit a Generate-Matrix
algoritmussal kaptunk;
n: a csu´csok sza´ma (n ≥ 1);
i, j, J : sege´dparame´terek;
MaxSize: a maxima´lis megengedett szeletme´ret (nullmentes
szaba´lyos sorozatok maxima´lis sza´ma a szeletben).
Kimenet. A szeleteket hata´rolo´ sorozatok (rekurz´ıvan).
1. C = 0 // 1. sor: a szelet kezdo˝ me´rete´nek bea´ll´ıta´sa
2. while j < jm+ 1
3. if C +Mij ≤ MaxSize // 3. sor: ha bo˝v´ıtheto˝ a szelet
4. C = C +Mi,j // 4. sor: bo˝v´ıte´s
5. if j ≤ jm // 5–6. sor: tova´bb le´pu¨nk a ma´trixban
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6. j = j + 1
7. else // 7. sor: nem bo˝v´ıtheto˝ a szelet
8. if C ̸= 0 // 8. sor: a szelet nem u¨res
9. for k = 2 to size(J, 2) // 9–14. sor: ki´ıra´s
10. print Jk
11. for k = 2 to size(J, 2)
12. print j − 1
13. print newline // 13. sor: sorto¨re´s
14. C = 0
15. if Mi,j > MaxSize e´s j ≤ jm// 15. sor: felbonthato´sa´g elleno˝rze´se
16. Generate-Sequences(M,n, i− 1, 1, j,MaxSize, [J, j])
17. j = j + 1
18. if C ̸= 0 // 18. sor: utolso´ szelet nem u¨res
19. for k = 2 to size(J, 2) // 19–23. sor: utolso´ szelet ki´ıra´sa
20. print(Jk)
21. for k = 1 to n− size(J, 2)− 1
22. print(J, size(J, 2))
23. print newline
5. A feladat re´szekre oszta´sa
(szeletele´s a pa´ros sorozatok sza´ma alapja´n)
Az n ≥ 32 esetben a ko¨vetkezo˝ te´telen – melyet pa´ros (l, u,m)-te´telnek (ro¨vi-
den: pa´ros te´telnek) nevezu¨nk – alapulo´ feloszta´si mo´dszert alkalmaztunk.
Legyenek l, u e´s m ege´sz sza´mok, melyekre u ≥ l e´s m ≥ 1. Legyen
a = a1, . . . , am ege´sz sza´mok olyan sorozata, amelyre teljesu¨l
u ≥ am ≥ · · · ≥ a1 ≥ l (6)
e´s
a1 + · · ·+ am pa´ros. (7)
Jelo¨lju¨k E(l, u,m)-mel a (6) e´s (7) felte´teleknek eleget tevo˝ sorozatok sza´ma´t.
Ascher te´tele´nek [5] ko¨vetkezo˝ a´ltala´nos´ıta´sa megadja E(l, u,m)-et.
5.1. Te´tel. Ha l, u e´s m olyan ege´sz sza´mok, melyekre u ≥ l e´s m ≥ 1,
tova´bba´ p = 1, ha l(u− l + 1) pa´ratlan, e´s p = 0 egye´bke´nt, akkor
E(l, u,m) =
⌊m/2⌋+p∑
i=0
(
(s+ 2i
2i
)
·
(
s+m− 2i
m− 2i
)
, (8)
ahol (s = ⌊u− l + 1)/2⌋+ p.
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Bizony´ıta´s. a) Elo˝szo¨r tegyu¨k fel, hogy u − l + 1 pa´ros. Ekkor p = 0 e´s az [u, l]
intervallum (u−l+1)/2 pa´ratlan e´s (u−l+1)/2 pa´ros sza´mot tartalmaz. A pa´ratlan
sza´mok ko¨zu¨l pa´ros sokat – azaz 0, 2, . . . , (u− l+1)/2 elemet kell kiva´lasztanunk.
A me´g hia´nyzo´ elemeket pedig a pa´ros elemek ko¨zu¨l kell kiva´lasztanunk.
Mivel n elem k-ad oszta´lyu´ isme´tle´ses varia´cio´inak sza´ma
(
n+k−1
k
)
, eze´rt ebben
az esetben az
E(l, u,m) =
(⌊m/2⌋∑
i=0
(
(u− l + 1)/2 + 2i
2i
)
·
(
(u− l + 1)/2 +m− 2i
m− 2i
)
eredme´nyt kapjuk, ami a p = 0 esetben megfelel (8)-nak.
b) Most tegyu¨k fel, hogy mind l, mind u− l+ 1 pa´ratlan. Ekkor p = 1. Ekkor
az [l, u] intervallumban pa´ratlan sza´mu´ pa´ratlan elem van, amelyek ko¨zu¨l most is
pa´ros sza´mu´t kell kiva´lasztani, eze´rt ebben az esetben az
E(l, u,m) =
⌊m/2⌋+1∑
i=0
(
(u− l + 1)/2 + p+ 2i)
2i
)
·
(
(u− l + 1)/2 + p+m− 2i
m− 2i
)
eredme´nyt kapjuk, ami a p = 1 esetben megfelel (8)-nak. ⊓⊔
A 5.1. te´telnek mind a pa´ros sorozatok E(n) sza´ma´t megado´ pa´ros lemma [90,
Lemma 6], mind pedig a nullamentes pa´ros sorozatok Ez(n) sza´ma´t megado´ nulla-
mentes pa´ros lemma [90, Lemma 3] specia´lis esete. Ehhez e´rdemes hozza´tenni,
hogy a ko¨vetkezme´nyekben szereplo˝ ke´pletek egyszeru˝bbek, mint a kora´bban pub-
lika´lt lemma´kban le´vo˝ek: ne´gy ke´plet helyett csak egyet kell haszna´lni. Ez annak
ko¨szo¨nheto˝, hogy most ko¨zvetlenu¨l a foksorozatokat vizsga´ltuk a monotonita´st
biztos´ıto´ transzforma´cio´ ne´lku¨l.
5.1. Ko¨vetkezme´ny. Ha n ≥ 1, akkor
E(n) =
⌊n/2⌋∑
i=0
(⌊n/2⌋ − 1 + 2i
2i
)
·
(⌈n/2⌉ − 1 + n− 2i
n− 2i
)
. (9)
Bizony´ıta´s. A 5.1. te´telben ve´gezzu¨k el az l = 0, u = n − 1, p = 0 e´s m = n
helyettes´ıte´st. ⊓⊔
5.2. Ko¨vetkezme´ny. Ha n ≥ 1, akkor
Ez(n) =
⌊n/2⌋∑
i=0
(⌊(n− 1)/2⌋ − 1 + 2i
2i
)
·
(⌈(n− 1)/2⌉ − 1 + n− 2i
n− 2i
)
. (10)
Bizony´ıta´s. A 5.1. te´telben ve´gezzu¨k el az l = 1, u = n−1 e´s m = n helyettes´ıte´st.
⊓⊔
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Tekintsu¨nk ne´ha´ny pe´lda´t.
1. Elo˝szo¨r sza´mı´tsuk ki E(4)-et. (9) szerint
E(4) =
(
1
0
)
·
(
5
4
)
+
(
3
2
)
·
(
3
2
)
+
(
5
4
)
·
(
1
0
)
= 1 · 5 + 3 · 3 + 5 · 1 = 19.
2. Sza´mı´tsuk ki Ez(4)-et. (10) szerint
Ez(4) =
(
4
0
)
·
(
4
4
)
+
(
3
2
)
·
(
2
2
)
+
(
5
4
)
·
(
0
0
)
= 1 · 1 + 3 · 1 + 5 · 1 = 9.
3. Sza´mı´tsuk ki E(5)-o¨t (9) szerint
E(5) =
(
1
0
)
·
(
7
2
)
+
(
3
2
)
·
(
5
2
)
+
(
5
4
)
·
(
3
1
)
= 1 · 21 + 3 · 10 + 5 · 3 = 66.
4. Sza´mı´tsuk ki E(6)-ot.
E(6) =
(
2
0
)
·
(
8
2
)
+
(
4
2
)
·
(
6
2
)
+
(
6
2
)
·
(
4
2
)
+
(
8
2
)
·
(
2
0
)
=
= 28 + 90 + 90 + 28 = 236 = 1 · 21 + 3 · 10 + 5 · 3 = 66.
A 9. ta´bla´zat tartalmazza az R(n)/R(n + 1), Rz(n)/Rz(n + 1), E(n)/R(n),
E(n)/E(n + 1), Ez(n)/Ez(n + 1) e´s Ez(n)/Rz(n) ha´nyadosokat n = 1, . . . , 32
csu´cs esete´n.
R(n) e´rte´ke´t a (2), az Rz(n) e´rte´ke´t pedig a (3) egyenlo˝se´gek, E(n) e´rte´ke´t az
5.1., mı´g Ez(n) e´rte´ke´t az 5.2. ko¨vetkezme´ny alapja´n sza´mı´tottuk.
E´rdemes megjegyezni, hogy R(101)/R(102) e´s Rz(101)/Rz(102) elso˝ kilenc
decima´lis sza´mjegye megegyezik.
A 9. ta´bla´zatban le´vo˝ adatok azt mutatja´k, hogy ha 1 ≤ n ≤ 32, e´s n pa´ratlan,
akkor Ez(n)/Rz(n) = 0, 5. Ez a tulajdonsa´g n nagyobb e´rte´kei esete´n is jellemzo˝
a ha´nyadosra.
5.1. Lemma. Ha 1 ≤ k ≤ 600, akkor
Ez(2k − 1)
Rz(2k − 1) = 0, 5.
Bizony´ıta´s. La´sd Rz(n) e´s Ez(n) pontos e´rte´keit [128]. ⊓⊔
A 10. ta´bla´zat az Ez(n)/Gz(n) ha´nyadosokat tartalmazza n = 1, . . . , 31 csu´cs
esete´n, mı´g a 12. ta´bla´zat a Gz(n)/T (n) ha´nyadosokat n = 30 e´s n = 31 csu´cs
esete´n.
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n
R(n)
R(n+1)
Rz(n)
Rz(n+1)
E(n)
R(n)
E(n)
E(n+1)
Ez(n)
Ez(n+1)
Ez(n)
Rz(n)
1 0.333333 0.000000 1.000000 0.000000 0.000000 −−−
2 0.300000 0.250000 0.666667 0.500000 0.500000 1.000000
3 0.287714 0.266667 0.600000 0.222220 0.222222 0.500000
4 0.277778 0.257857 0.487179 0.321427 0.321429 0.600000
5 0.270562 0.266667 0.523810 0.254545 0.254545 0.500000
6 0.269231 0.265151 0.510823 0.277778 0.277778 0.523810
7 0.266667 0.263736 0.505828 0.260698 0.260698 0.500000
8 0.264706 0.262500 0.502720 0.265559 0.265559 0.505828
9 0.263158 0.261437 0.501440 0.260687 0.260687 0.500000
10 0.261905 0.260526 0.500682 0.261276 0.261276 0.501440
11 0.260870 0.259740 0.500357 0.259555 0.259555 0.500000
12 0.260000 0.259058 0.500171 0.259243 0.259243 0.500357
13 0.259259 0.258461 0.500089 0.258415 0.258416 0.500000
14 0.258621 0.257937 0.500043 0.257982 0.257982 0.500089
15 0.258065 0.257471 0.500022 0.257460 0.257460 0.500000
16 0.257578 0.257056 0.500011 0.257068 0.257068 0.500022
17 0.257143 0.256684 0.500005 0.256682 0.256682 0.500000
18 0.256757 0.256349 0.500003 0.256352 0.256352 0.500006
19 0.256410 0.256046 0.500001 0.256045 0.256045 0.500000
20 0.256098 0.255769 0.500001 0.255770 0.255770 0.500001
21 0.255814 0.255517 0.50000034 0.255517 0.255517 0.500000
22 0.255556 0.255285 0.50000016 0.255286 0.255286 0.50000034
23 0.255319 0.255072 0.50000009 0.255072 0.255072 0.50000000
24 0.255102 0.254876 0.50000004 0.254876 0.254876 0.50000000
25 0.254902 0.254694 0.50000002 0.254694 0.254694 0.50000009
26 0.254717 0.254525 0.50000001 0.254525 0.254525 0.50000000
27 0.254545 0.254368 0.50000001 0.254368 0.254368 0.50000000
28 0.254386 0.254221 0.50000000 0.254221 0.254221 0.50000000
29 0.254237 0.254083 0.50000000 0.254083 0.254083 0.50000000
30 0.254098 0.253854 0.50000000 0.253955 0.253955 0.50000000
31 0.253968 0.253834 0.50000000 0.253834 0.253834 0.50000000
32 0.253846 0.253720 0.50000000 0.253720 0.253720 0.50000000
9. ta´bla´zat. Az R(n)/R(n + 1), Rz(n)/Rz(n + 1), E(n)/R(n), E(n)/E(n + 1),
Ez(n)/Ez(n+ 1) e´s Ez(n)/Rz(n) ha´nyadosok n = 1, . . . , 32 csu´cs esete´n.
A 10. ta´bla´zat adatai azt mutatja´k, hogy a Gz(n)/Ez(n) sorozat cso¨kkeno˝.
Feltesszu¨k, hogy a sorozat monoton cso¨kkenve nulla´hoz tart, ha n tart a ve´gte-
lenhez (hasonlo´an ahhoz, ahogy a G(n)/E(n) sorozat tart nulla´hoz [95, page 260,
Corollary 23]).
A 11. ta´bla´zat tartalmazza Gz(n) e´s Gn(n) e´rte´ke´t n = 1, . . . , 30 esete´n, vala-
mint Gz(n+ 1)/Gz(n) e´s G(n+ 1)/G(n) e´rte´ke´t n = 1, . . . , 31 esete´n.
A 12. ta´bla´zat tartalmazza a Gz(n), T (n) e´s Gz(n)/T (n) e´rte´keit n = 30 e´s
n = 31 csu´cs esete´n: a gra´fos e´s tesztelt sorozatok sza´ma´nak ara´nya le´nyegesen
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n Gz(n) Ez(n) Gz(n)/Ez(n)
01 0 0 −−−
02 1 1 1.000000
03 2 2 1.000000
04 7 9 0.777778
05 20 28 0.714286
06 71 110 0.645455
07 240 396 0.606061
08 871 1 519 0.573404
09 3 148 5 720 0.550350
10 11 655 21 942 0.531173
11 43 332 83 980 0.515980
12 162 769 323 554 0.503149
13 614 198 1 248 072 0.492117
14 2 330 537 4 829 708 0.482542
15 8 875 768 18 721 080 0.474106
16 33 924 859 72 714 555 0.466548
17 130 038 230 282 861 360 0.459724
18 499 753 855 1 101 992 870 0.453500
19 1 924 912 894 4 298 748 300 0.447784
20 7 429 160 296 16 789 046 494 0.442500
21 28 723 877 732 65 641 204 200 0.437589
22 111 236 423 288 256 895 980 068 0.433002
23 431 403 470 222 1 006 308 200 040 0.428699
24 1 675 316 535 350 3 945 186 233 014 0.424648
25 6 513 837, 679 610 15 478 849 767 888 0.420821
26 25 354 842 100 894 60 774 332 618 300 0.417197
27 98 794 053 269 694 238 775 589 937 976 0.413752
28 385 312 558 571 890 938 702 947 395 204 0.410473
29 1 504 105 116 253 904 3 692 471 324 505 040 0.407344
30 5 876 236 938 019 300 14 532 512 180 224 216 0.404351
31 22 974 847 474 172 100 57 224 797 531 384 560 0.401484
32 −−− 225 441 858 758 287, 187 −−−
33 −−− 888 545 038 032 771 168 −−−
34 −−− 3 503 546 152 385 412 870 −−−
35 −−− 13 820 048 716 545 422 988 −−−
36 −−− 54 534 996 163 146 555 910 −−−
10. ta´bla´zat. Gz(n), Ez(n) e´s Gz(n)/Ez(n) n = 1, . . . , 31 csu´cs esete´n.
magasabb, mint kisebb n-ek esete´n, e´s ez a sorozat no¨vekvo˝. A drasztikus va´ltoza´s
annak ko¨szo¨nheto˝, hogy EGE2 sok nemgra´fos sorozat tesztele´se´t a´tugorja.
A 13. ta´bla´zat negyedik oszlopa ala´ta´masztja Royle Gordon ko¨vetkezo˝ sejte´se´t.
5.1. Sejte´s. (Royle, 2012 [159]). Ha n tart a ve´gtelenbe, akkor a Gz(n +
1)/Gz(n+ 1) sorozat tart a 4-hez.
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n Gz(n) G(n)
Gz(n+1)
Gz(n)
G(n+1)
G(n)
1 0 1 −−− 0.500000
2 1 2 2.000000 2.000000
3 2 4 3.500000 3.750000
4 7 11 2.857143 2.818182
5 20 31 3.550000 3.290323
6 71 102 3.380282 3.352941
7 240 342 3.629167 3.546784
8 871 1 213 3.614237 3.595218
9 3 148 4 361 3.702351 3.672552
10 11 655 16 016 3.717889 3.705544
11 43 332 59 348 3.756323 3.742620
12 162 769 222 117 3.773434 3.786674
13 614 198 836 315 3.794439 3.802710
14 2 330 537 3 166 852 3.808465 3.817067
15 8 875 768 12 042 620 3.822189 3.828918
16 33 924 859 45 967 479 3.833125 3.839418
17 130 038 230 176 005 709 3.843130 3.848517
18 499 753 855 675 759 564 3.851172 3.856630
19 1 924 912 894 2 600 672 458 3.859479 3.863844
20 7 429 160 296 10 029 832 754 3.866369 3.870343
21 28 723 877 732 38 753 710 486 3.872612 3.876212
22 111 236 423 288 149 990 133 774 3.878257 3.881553
23 431 403 470 222 581 393 603 996 3.883410 3.886431
24 1 675 316 535 350 2 256 710 139 346 3.888124 3.890907
25 6 513 837, 679 610 8 770 547 818 956 3.894458 3.895031
26 25 354 842 100 894 34 125 389 919 850 3.895503 3.897978
27 98 794 053 269 694 132 919 443 189 544 3.900159 3.898843
28 385 312 558 571 890 518 232 001 761 434 3.903597 3.902238
29 1 504 105 116 253 904 2 022 337 118 015 338 3.906814 3.905666
30 5 876 236 938 019 300 7 898 574 056 034 638 3.909789 3.908734
31 22 974 847 474 172 100 30 873 429 530 206 738 −−− −−−
11. ta´bla´zat. Gz(n), G(n), Gz(n+1)/Gz(n) e´sG(n+1)/G(n) e´rte´ke n = 1, . . . , 31
csu´cs esete´n.
n Gz(n) T (n) Gz(n)/T (n)
31 5 876 236 938 019 300 6 790 865 476 867 340 86, 531487
32 22 974 847 471 172 100 26 507 499 250 791 700 86, 673010
12. ta´bla´zat. Gz(n), T (n) e´s Gz(n)/T (n) n = 30 e´s n = 31 csu´cs esete´n.
Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)
FOKSOROZATOK PA´RHUZAMOS LESZA´MLA´LA´SA 67
Azt gondoljuk, hogy a ko¨vetkezo˝ sejte´s [90] is igaz.
5.2. Sejte´s. Ha n tart a ve´gtelenbe, akkor G(n+ 1)/G(n) tart a 4-hez.
A 12. ta´bla´zat szerint az n = 30 esetben a tesztelt potencia´lis gra´fos sorozatok
85.4 sza´zale´ka, mı´g az n = 31 esetben a sorozatok 86.67 sza´zale´ka gra´fos. Eze´rt a
futa´si ido˝ tova´bb cso¨kkentheto˝, ha a linea´ris ido˝t ige´nyelo˝ tesztele´s ne´lku¨l, konstans
ido˝ alatt meg tudjuk a´llap´ıtani, hogy a vizsga´lt sorozat gra´fos.
n Gz(n) G(n)
Gz(n+1)
Gz(n)
G(n+1)
G(n)
1 0 1 0.000000 0.500000
2 1 2 2.000000 2.000000
3 2 4 3.500000 3.750000
4 7 11 2.857143 2.818182
5 20 31 3.550000 3.290323
6 71 102 3.380282 3.352941
7 240 342 3.629167 3.546784
8 871 1 213 3.614237 3.595218
9 3 148 4 361 3.702351 3.672552
10 11 655 16 016 3.717889 3.705544
11 43 332 59 348 3.756323 3.742620
12 162 769 222 117 3.773434 3.786674
13 614 198 836 315 3.794439 3.802710
14 2 330 537 3 166 852 3.808465 3.817067
15 8 875 768 12 042 620 3.822189 3.828918
16 33 924 859 45 967 479 3.833125 3.839418
17 130 038 230 176 005 709 3.843130 3.848517
18 499 753 855 675 759 564 3.851172 3.856630
19 1 924 912 894 2 600 672 458 3.859479 3.863844
20 7 429 160 296 10 029 832 754 3.866369 3.870343
21 28 723 877 732 38 753 710 486 3.872612 3.876212
22 111 236 423 288 149 990 133 774 3.878257 3.881553
23 431 403 470 222 581 393 603 996 3.883410 3.886431
24 1 675 316 535 350 2 256 710 139 346 3.888124 3.890907
25 6 513 837, 679 610 8 770 547 818 956 3.894458 3.895031
26 25 354 842 100 894 34 125 389 919 850 3.895503 3.897978
27 98 794 053 269 694 132 919 443 189 544 3.900159 3.898843
28 385 312 558 571 890 518 232 001 761 434 3.903597 3.902238
29 1 504 105 116 253 904 2 022 337 118 015 338 3.906814 3.905666
30 5 876 236 938 019 300 7 898 574 056 034 638 3.909789 3.908734
31 22 974 847 474 172 100 30 873 429 530 206 738 −−− −−−
13. ta´bla´zat. Nullamentes gra´fos sorozatokGz(n) sza´ma e´s gra´fos sorozatokG(n)
sza´ma, tova´bba´ a Gz(n)/Gz(n+1) e´s G(n)/G(n+1) ha´nyadok n = 1, . . . , 30 csu´cs
esete´n.
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A 4. a´bra a tesztelt e´s a gra´fos sorozatok sza´ma´t mutatja a szeletek sorsza´ma´nak
fu¨ggve´nye´ben n = 30 csu´cs esete´n.
4. a´bra. A tesztelt e´s a gra´fos sorozatok sza´ma a szeletek sorsza´ma´nak fu¨ggve´-
nye´ben n = 30 csu´cs esete´n.
Az 5. a´bra a hasonlo´ adatokat mutatja n = 31 csu´cs alapja´n.
5. a´bra. A tesztelt e´s a gra´fos sorozatok sza´ma a szeletek sorsza´ma´nak fu¨ggve´-
nye´ben n = 31 csu´cs esete´n.
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Megjegyezzu¨k, hogy a folyo´irat honlapja´n a 4. e´s 5. a´bra´k sz´ınesek (a grafikus
sorozatokat piros, mı´g a tesztelt sorozatokat ke´k sz´ın jelzi).
6. Pa´rhuzamos Erdo˝s–Gallai-algoritmus (EGP)
A G(n) e´rte´kek kisza´mı´ta´sa hosszu´ ideig tart, ha szekvencia´lis programot hasz-
na´lunk, eze´rt az EGE gyors´ıtott pa´rhuzamos va´ltozata´t haszna´ltuk fel. A felhasz-
na´lt processzorok e´s a Gz(n) kisza´mı´ta´sa´hoz szu¨kse´ges ido˝ megko¨zel´ıto˝leg ford´ı-
tottan ara´nyos, ı´gy mine´l to¨bb processzort haszna´lunk fel, anna´l kevesebb ido˝re
lesz szu¨kse´gu¨nk.
A linea´ris algoritmusunk haszna´lhato´sa´ga e´rdeke´ben szu¨kse´g van egy algorit-
musra, amely ke´pes az elleno˝rzendo˝ sorozatok egy re´sze´n dolgozni.
Az Erdo˝s–Gallai-Parallel algoritmus felhaszna´la´sa´val kisza´mı´tottuk eze-
ket a sza´mokat n = 31-ig. Az e´rte´kek [95] 2. ta´bla´zata´ban, valamint az OEIS-ben
[96] tala´lhato´ak.
Alkalmaza´sunk ke´t re´szre bonthato´: egy szerverre e´s egy kliensre. A szerver
ta´rolja a kliensek ko¨zti feladatok feloszta´sa´hoz szu¨kse´ges informa´cio´kat, valamint
o¨sszegyu˝jti az eredme´nyeket. A kliens ta´rolja a szerver IP c´ıme´t e´s portja´t az u´j
feladatok ke´re´se´hez.
A pa´rhuzamos algoritmus egyik legkritikusabb re´sze a proble´ma ko¨zel azonos
me´retu˝ re´szfeladatokra oszta´sa. A ko¨vetkezo˝ egyenlet megadja, hogy ko¨zel´ıto˝leg
ha´ny azonos fejjel kezdo˝do˝ sorozatok le´tezik. Ezen sza´mok ismerete´ben korla´tozott
me´retu˝ feladatok genera´la´sa´ra vagyunk ke´pesek, ma´s szo´val egyik feladat sem lesz
nagyobb egy megadott maximumna´l.
Ko¨nnyen bela´thato´ [95, (22) egyenlo˝se´g], hogy az (l, u,m)-szaba´lyos sorozatok
Q(l, u,m) sza´ma
R(l, u,m) =
(
u− l +m
m
)
. (11)
(11) alapja´n ke´sz´ıtettu¨k el a feladatokat genera´lo´ algoritmust.
6.1. Algoritmus. Generate-Matrix(n,ms,M)
Bemenet. n: a sorozat hossza;
ms: egy feladat maxima´lis me´rete.
Kimenet. M : a feladatok parame´tereit tartalmazo´ ma´trix.
Munkava´ltozo´k. i, j ciklusva´ltozo´k.
1. for i = n downto 2 // 1–3. sor: a ma´trix kito¨lte´se
2. for j = 1 to n− 1
3. Mi,j =
(
i+j−2
i−1
)
4. for j = n− 1 downto 1 // 4–5. sor: a ma´trix elso˝ sora´nak kito¨lte´se
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5. M1,j = 1
6. Generate-New-Sequences(M,n, n, 1, n− 1,ms, 0)
// 6. sor: u´j feladat elo˝a´ll´ıta´sa
7. return M // 7. sor: eredme´ny visszaada´sa
Az algoritmus egy, az egyenlo˝se´g felhaszna´la´sa´val kapott e´rte´kekkel felto¨lto¨tt
ma´trixot ad vissza. Ezek uta´n ke´pesek leszu¨nk a sorozatok genera´la´sa´ra. Induljunk
el a ma´trix also´ sora´nak elso˝ eleme´to˝l, e´s kezdju¨k el az e´rte´keket kiolvasni e´s
o¨sszegezni. Abban az esetben, amennyiben az e´rte´k tu´l nagy a maxima´lis me´ret-
hez viszony´ıtva, le´pju¨nk feljebb egy sorral, e´s kezdju¨k el kiolvasni e´s o¨sszegezni
az elemeket az elso˝ sorto´l kezdve addig az oszlopig, ahonnan felle´ptu¨nk. Addig
folytassuk az algoritmust, amı´g el nem e´rju¨k a szu¨kse´ges me´retet. A ko¨vetkezo˝
(rekurz´ıv) algoritmus a fent eml´ıtett elja´ra´s szerint mu˝ko¨dik.
6.2. Algoritmus. Generate-New-Sequence(M,n, i, j, jm,ms, J)
Bemenet. n: a sorozat hossza;
ms: egy feladat maxima´lis me´rete.
Kimenet. M : a feladatok parame´tereit tartalmazo´ ma´trix.
Munkava´ltozo´k. i, j: ciklusva´ltozo´k.
1. S = 0 // 1. sor: aktua´lis szelet me´rete´nek bea´ll´ıta´sa
2. while j < jm + 1
3. if S +Mi,j ≤ ms // 3. sor: ha tova´bbi sorozatot tudunk hozza´adni
4. S = S +Mi,j // 4. sor: tova´bbi sorozatot adunk a szelethez
5. if j ≤ jm // 5–6. sor: a´tle´pe´s a ma´trix ko¨vetkezo˝ oszlopa´hoz
6. j = j + 1
7. else if S ̸= 0 // 7. sor: szelet nem u¨res
8. for k = 2 to size(J, 2) // 8–13. sor: nyomtata´s
9. print(Jk)
10. for k = 1 to n− size(J, 2) + 1
11. print(j − 1)
12. print newline // 13. sor: u´j sor
13. S = 0
14. if Mi,j > ms and j ≤ jm // 14. sor: ha felbonthatatlan
15. Generate-New-Sequence(M,n, i− 1, 1, j,ms, [J, j])
16. j = j + 1
17. if S ̸= 0 // 17. sor: utolso´ szelet nem u¨res
18. for k = 2 to size(J, 2) // 18–22. utolso´ szelet nyomtata´sa
19. print (Jk)
20. for k = 1 to n− size(J, 2) + 1
21. print (J(size(J, 2)))
22. print newline
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Most ma´r rendelkezu¨nk a proble´ma kisebb me´retu˝ re´szfeladataival. Ezt ko¨ve-
to˝en elkezdheto˝ a szerver program seg´ıtse´ge´vel a ku¨lo¨nbo¨zo˝ sza´mı´to´ge´pek ko¨zo¨tti
sze´toszta´suk. A Distributing-Jobs algoritmus megmutatja, hogy a szerver mi-
ke´pp ku¨ldi el a feladatokat a klienseknek. Az algoritmusban csak a feladatok
sze´toszta´sa´ra koncentra´ltunk, ı´gy nem tartalmazza a ha´lo´zati kommunika´cio´val
foglalkozo´ ko´dot, kive´ve a nagyon fontos ha´lo´zati primit´ıveket (sza´mı´to´ge´pes ha´lo´-
zatokro´l bo˝vebben olvashatunk [178]-ban).
6.3. Algoritmus. Distributing-Jobs(n,N,M,Gz)
Bemenet. n: a sorozat hossza;
N : a feladatok becsu¨lt sza´ma;
M : a feladatok parame´tereit tartalmazo´ ma´trix.
Kimenet. Gz: az n-szaba´lyos nullamentes gra´fos sorozatok sza´ma.
Munkava´ltozo´k. S = S0, . . . , Sn: a feladatok a´llapota´t ta´rolo´ vektor;
fj: befejezett feladatok sza´ma;
aj: a kliensnek elku¨ldo¨tt utolso´ feladat sza´ma;
ji: a bejo¨vo˝ eredme´ny feladata´nak indexe;
cl: kliens azonos´ıto´ (ha´lo´zati kommunika´cio´hoz szu¨kse´ges);
msg : kliensto˝l jo¨vo˝ u¨zenet(csak ha´lo´zati kommunika´cio´hoz szu¨kse´ges);
S: aktua´lis feladat me´rete;
time: aktua´lis feladat futa´si ideje ma´sodpercben;
al : also´ korla´t;
bu: felso˝ korla´t.
1. S0 = True // 1–4. sor: szelet a´llapot kezdeti bea´ll´ıta´sa
2. SN+1 = True
3. for j = 1 to N + 1
4. Sj = False
5. Gz = 0 // 5. sor: Gz kezdeti e´rte´ke´nek bea´ll´ıta´sa
6. while fj < N // 6. sor: amı´g van befejezetlen szelet
7. accept(cl) // 7. sor: klienssel valo´ kapcsolat elfogada´sa
8. recv(cl,msg) // 8. sor: kliens u¨zenete´nek fogada´sa
9. if msg = 0 // 9. sor: kliens u´j szeletet ke´r
10. aj = aj + 1 // 10. sor: utolja´ra ku¨ldo¨tt szelet indexe´nek no¨vele´se
11. for i =Maj−1,0 to n // 11–12. sor: kezdo˝ sorozat friss´ıte´se
12. bi = n+Maj−1,1
13. while Saj = True or aj > N // 13–22. sor: befejezetlen szelet?
14. aj = aj + 1
15. if aj > N // 15. sor: a´tle´ptu¨k a maxima´lis indexet
16. aj = 1 // 16. sor: index bea´ll´ıta´sa 1-re
17. for i =Maj−1,0 to n // 17–18. kezdo˝ sorozat friss´ıte´se
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18. bi = n+Maj−1,1
19. if aj < N // 19–30. sor: utolso´ szeletet jellemzo˝ sorozatok
bea´ll´ıta´sa
20. al =Maj,0
21. b = n+Maj,1
22. else al = 1
23. bu = 1
24. send(c, b, al, bu) // 24. sor: szelet ku¨lde´se a kliensnek
25. else recv(c, ji, Finit, Flast, Zn,m, time) // 25. sor: eredme´ny fogada´sa
26. if Sji = False // 26. sor: kapott eredme´ny u´j
27. Sj = True // 27. sor: befejezett szelet a´llapota´nak bea´ll´ıta´sa
28. fj = fj + 1 // 28. sor: befejezett szeletek sza´ma´nak no¨vele´se
29. Gz = Gz + Zn,m // 29. sor: Gz friss´ıte´se
30. close(cl) // 30. sor: ha´lo´zati kapcsolat za´ra´sa
31. return Gz // 31. sor: eredme´ny
A kliens ke´sz´ıte´sekor fontos szempont volt az egyszeru˝se´g. Egy olyan progra-
mot szerettu¨nk volna elke´sz´ıteni, amelynek nincs szu¨kse´ge semmilyen felhaszna´lo´i
interakcio´ra. Elegendo˝, ha a felhaszna´lo´ csak elind´ıtja, e´s atto´l a pillanatto´l kezdve
a program o¨na´llo´an ke´pes futni a ha´tte´rben. Ez aze´rt fontos, mert a programot
annyi helyen akartuk kis re´szekre osztva futtatni, amennyi helyet fel tudtunk hasz-
na´lni sza´mı´to´ge´pes laborato´riumunkban, mivel nem volt ele´g ido˝nk e´s emberu¨nk,
akik re´szt vettek volna a program futtata´sa´ban.
Egy ma´sik fontos o¨tlet az volt, hogy nem akartuk u´jraind´ıtani a programot,
amikor a sza´mı´ta´s Gz(n)-ro˝l a´tva´lt Gz(n+ 1)-re. Miuta´n a kliens ve´gzett felada-
ta´val, e´s a szerver nem tudott neki u´jat adni, a ha´tte´rben va´rakozott – mindaddig
amı´g nem kapott u´j feladatot – jelento˝s ero˝forra´s-felhaszna´la´s ne´lku¨l.
A kliens program sza´lke´nt mu˝ko¨dik. Ennek egyszeru˝ oka van: a programot
felto¨lto¨ttu¨k a publikus honlapunkra, ı´gy ba´rki csatlakozhatott a sza´mı´ta´sokhoz.
Ezzel az volt a ce´lunk, hogy egyetlen felhaszna´lo´t se vesz´ıtsu¨nk el amiatt, hogy a
programunk lefoglalja az ero˝forra´sait.
Harmadik szempontke´nt egy igaza´n gyors programot szerettu¨nk volna ke´sz´ı-
teni, mivel a futa´si ido˝ o´ria´si me´rte´kben megno¨vekedhet az n e´rte´ke´to˝l fu¨ggo˝en.
Ezen okbo´l az ANSI C nyelvet haszna´ltuk programunk elke´sz´ıte´sekor. Kı´se´rle-
teink sora´n kideru¨lt, hogy programunk ANSI C-ben ı´rt va´ltozata sza´zszor gyor-
sabb volt, mint a MATLAB-ban ke´szu¨lt va´ltozat. A ha´lo´zati kommunika´cio´hoz
Berkeley-socketeket haszna´ltunk.
A kliens a ko¨vetkezo˝ke´pp mu˝ko¨dik:
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– Miuta´n le´trehoztuk a csatlakoza´shoz szu¨kse´ges csatlakozo´t (socket), megpro´-
ba´lunk kapcsolo´dni a szerverhez. Ha ez nem lehetse´ges, va´runk egy ideig,
e´s megke´tszerezzu¨k ezt a va´rakoza´si ido˝t. Ezt az elja´ra´st addig isme´telju¨k,
amı´g nem tudunk csatlakozni a szerverhez, vagy el nem e´ru¨nk egy megadott
ido˝korla´tot. Ezuta´n ma´r nem no¨velju¨k a va´rakoza´si ido˝t. Ko¨nnyen bela´thato´,
hogy a va´rakoza´si ido˝ exponencia´lisan no˝.
– A szerverre valo´ csatlakoza´s uta´n elke´ru¨nk egy re´szfeladatot, majd miuta´n
megkaptuk, lebontjuk a ha´lo´zati kapcsolatot.
– Kisza´mı´tjuk a Gz(n) re´szleges eredme´nye´t, majd visszaku¨ldju¨k a szervernek
az elso˝ le´pe´sben bemutatott csatlakoza´si elja´ra´s szerint.
A klienseken futo´ Parallel Erdo˝s–Gallai-algoritmus ke´t re´szre oszthato´:
Check e´s Enumerating re´szre. Az elso˝ csak elleno˝rzi a sorozatokat, ma´st nem
csina´l. A ma´sodik genera´lja a sorozatokat, a H e´rte´keket e´s az elleno˝rzo˝ pontokat.
A Check-ben a linea´ris Erdo˝s–Gallai-algoritmus mo´dos´ıtott va´ltozata´t hasz-
na´ljuk.
6.4. Algoritmus. Check(b,H, c, C)
Bemenet. b: bemeno˝ sorozat;
H = H1, . . . , Hn: a b sorozat elemeinek o¨sszege;
c: elleno˝rzo˝ pontok sza´ma;
C = C1, . . . , Cn−1: elleno˝rzo˝ pontok.
Kimenet. L: logikai e´rte´k. Ha a megvizsga´lt sorozat gra´fos, akkor L = 1,
ku¨lo¨nben L = 0.
Munkava´ltozo´. p: aktua´lis elleno˝rzo˝ pont.
1. i = 1 // 1. sor: i kezdeti e´rte´ke´nek bea´ll´ıta´sa
2. while i ≤ c and HCi > Ci(Ci − 1) // 2–10. sor: sorozatok tesztele´se
3. p = Ci // 3. sor: p kezdeti e´rte´ke´nek bea´ll´ıta´sa
4. while Jp < n and bJp+1 > p // 4–7. sor: Jp friss´ıte´se
5. Jp = Jp + 1
6. while Jp > p and bJp ≤ p
7. Jp = Jp−1
8. if Hp > Hn −HJp + p(Jp − 1) // 8. sor: tesztele´s
9. L = 0 // 9–10. sor: b nem gra´fos
10. return L
11. i = i+ 1
12. L = 1 // 12–13. sor: b gra´fos
13. return L
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6.5. Algoritmus. Enumerating(n, b, last index, last value)
Bemenet. n: a sorozat hossza;
b: elso˝ sorozat;
last index: az utolso´ elleno˝rizendo˝ sorozat ele´re´sekori elem indexe;
last value: az utolso´ elleno˝rizendo˝ sorozat ele´re´sekori elem e´rte´ke.
Kimenet. Gpz: Az elso˝ e´s utolso´ elleno˝rizendo˝ sorozat ko¨zo¨tti n-szaba´lyos nulla
mentes gra´fos sorozatok sza´ma.
1. H1 = b1 // 1. sor: H1 bea´ll´ıta´sa
2. for i = 2 to n // 2–3. sor: H elemeinek sza´mı´ta´sa
3. Hi = Hi−1 + bi
4. if bn ̸= n− 1 // 4. sor: ha a gra´f nem teljes
5. if Hn pa´ratlan // 5–10. sor: sorozat friss´ıte´se
6. bn = bn − 3
7. Hn = Hn − 3
8. else bn = bn − 2
9. Hn = Hn − 2
10. for i = 1 to n // 10–11. sor: su´lypontok kezdeti e´rte´keinek bea´ll´ıta´sa
11. Ji = n− 1
12. for i = 1 to n− 2 // 12–15. sor: elleno˝rzo˝ pontok sza´mı´ta´sa
13. if bi ̸= bi+1 and bi ̸= bn
14. c = c+ 1
15. Cc = i
16. L = Check(b,H, c, C) // 16. sor: elso˝ sorozat tesztele´se
17. Gpz = G
p
z + L
18. while blast index > last value // 18. sor: szelet utolso´ sorozata´ig
19. k = n // 19. sor: munkava´ltozo´ kezdeti e´rte´ke´nek bea´ll´ıta´sa
20. if bk = 1 // 20. sor: ha a sorozat utolso´ eleme 1
21. j = n− 1
22. while bj ≤ 1
23. j = j − 1
24. if bj = 2 // 24. sor: ha az utolso´ elem 2
25. bj−1 = bj−1 − 1 // 25. sor: sorozat friss´ıte´se
26. Hj−1 = Hj−1 − 1 // 26. sor: H elemeinek friss´ıte´se
27. if j > 2 // 27–36. sor: elleno˝rzo˝ pontok friss´ıte´se
28. if (c ≤ 2 or (c > 2 and Cc−2 ̸= j − 2)) and
(c > 1 and Cc−1 ̸= j − 2)
29. if c > 1 and Cc−1 > j − 2
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30. Cc+1 = Cc
31. Cc = Cc−1
32. Cc−1 = j − 2
33. c = c+ 1
34. else Cc+1 = Cc
35. Cc = j − 2
36. c = c+ 1
37. for k = j to n
38. bk = bj−1 // 39. sor: b utolso´ re´sze´nek friss´ıte´se
39. Hk = Hk−1 + bk // 40. sor: H friss´ıte´se
40. while c > 1 and Cc > j − 1 // 42–43. sor: elleno˝rzo˝ pontok
friss´ıte´se
41. c = c− 1
42. if Hn pa´ratlan // 42. sor: ha a parita´s pa´ratlan
43. bn = bn−1 − 1 // 43. sor: b friss´ıte´se
44. Hn = Hn−1 + bn // 44. sor: H friss´ıte´se
45. c = c+ 1 // 45–46. sor: elleno˝rzo˝ pontok friss´ıte´se
46. Cc = n− 1
47. else bj = bj − 1 // 47. sor: b friss´ıte´se
48. Hj = Hj − 1 // 48. sor: H friss´ıte´se
49. if j > 1 // 49–50. sor: elleno˝rzo˝ pontok friss´ıte´se
50. if (c = 1 and Cc ̸= j − 1) or (c > 1 and Cc−1 ̸= j − 1)
51. if c > 0 and Cc > j − 1
52. Cc+1 = Cc
53. Cc = j − 1
54. c = c+ 1
55. for k = j + 1 to n
56. bk = bj // 56. sor: b friss´ıte´se
57. Hk = Hk−1 + bk // 57. sor: H friss´ıte´se
58. while c > 1 and Cc > j − 1 // 58–59. sor: elleno˝rzo˝ pontok
friss´ıte´se
59. c = c− 1
60. if Hn pa´ratlan // 60. sor: parita´s elleno˝rze´se
61. bn = bn − 1 // 61. sor: b friss´ıte´se
62. Hn = Hn − 1 // 62. sor:H friss´ıte´se
63. c = c+ 1 // 63. sor: elleno˝rzo˝ pontok friss´ıte´se
64. Cc = n− 1 // 64. sor: u´j elleno˝rzo˝ pont lista´hoz fu˝ze´se
65. else if bk = 2
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66. bk−1 = bk−1 − 1 // 66. sor: b friss´ıte´se
67. Hk−1 = Hk−1 − 1 // 67. sor: H elemeinek friss´ıte´se
68. if (c = 1 and Cc ̸= n− 2) or (c > 1 and Cc−1 ̸= n− 2 and
Cc ̸= n− 2) // 68–73. sor: elleno˝rzo˝ pontok friss´ıte´se
69. if c > 0 and Cc > n− 2
70. Cc+1 = Cc
71. Cc = n− 2
72. else c = c+ 1
73. Cc = n− 2
74. if bk−1 odd // 74. sor: parita´s tesztele´se
75. bk = bk−1 // 75. sor: b friss´ıte´se
76. if c > 0 and Cc = n− 1
77. c = c− 1 // 77. sor: elleno˝rzo˝pont friss´ıte´se
78. else bk = bk−1 − 1 // 78. sor: b friss´ıte´se
79. Hk = Hk−1 + bk // 79. sor: H eleme´nek kisza´mı´ta´sa
80. else bk = bk − 2 // 80. sor: b friss´ıte´se
81. Hk = Hk − 2 // 81. sor: H eleme´nek kisza´mı´ta´sa
82. if c < 1 or Cc ̸= n− 1 // 82–84. sor: elleno˝rzo˝ pontok
friss´ıte´se
83. c = c+ 1
84. Cc = n− 1
85. Gpz = G
p
z + Check(b,H, c, C) // 85. sor: G
p
z friss´ıte´se
A The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences [170] tartalmazza az n csu´csu´
egyszeru˝ gra´fok foksorozatainak sza´ma´t. Az n = 24, . . . , 29 e´rte´keket november
16-a´n to¨lto¨ttu¨k fel. A [95] cikk 2. ta´bla´zata´ban megtala´lhato´ az o¨sszes G(n) e´rte´k,
amelyet az OEIS adatba´zis jelenleg tartalmaz.
Sza´mı´ta´saink sora´n to¨bb mint 200 sza´mı´to´ge´pet haszna´ltunk fel. Sza´mı´ta´si
teljes´ıtme´nyu¨ket o¨sszegezve elmondhato´, hogy sza´mı´ta´si kapacita´sunk elme´leti
maximuma – belee´rtve a maga´nszeme´lyek teljes´ıtme´nye´t is – ele´rte a 6 TFLOPS-ot.
A gra´fos sorozatok kisza´mı´ta´sa´nak futa´si ideje´t a 14. ta´bla´zat tartalmazza.
E´szreveheto˝, hogy a futa´si ido˝ no¨vekede´se nem ugyanolyan ara´nyu´ ku¨lo¨nbo¨zo˝ n
e´rte´kek esete´n. Ez a felhaszna´lt processzorok t´ıpusa´val magyara´zhato´. A korai
sza´mı´ta´sok ideje´n (pe´lda´ul n = 25 esete´n) ne´ha´ny ero˝s ge´ppel rendelkeztu¨nk, azon-
ban a no¨vekvo˝ n-ek sora´n felle´po˝ nagyobb komplexita´s miatt inka´bb sok keve´sse´
ero˝s ge´pet haszna´ltunk. A sza´mı´ta´sok teljes ideje kevesebb, ha ne´ha´ny ero˝s ge´pet
haszna´lunk, de a valo´s futa´si ido˝ no˝ni fog. To¨bb mint 200 ge´p felhaszna´la´sa´val a
G29 valo´s futa´si ideje to¨bb, mint ke´t he´t volt.
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n Futa´si ido˝ (nap) Szeletek sza´ma
25 26 435
26 70 435
27 316 435
28 1130 2 001
29 6733 15 119
14. ta´bla´zat. A me´rt futa´si ido˝k o¨sszege, valamint a feldolgozott szeletek sza´ma.
7. A program tova´bbi gyors´ıta´sa´nak leheto˝se´gei
Lesza´mla´lo´ programunk futa´si ideje´t ke´t fo˝ mo´dszerrel cso¨kkenthetju¨k: az
egyik mo´dszer a tesztelendo˝ sorozatok sza´ma´t, a ma´sik pedig az egyes sorozatok
elleno˝rze´se´nek ideje´t cso¨kkenti.
Ebben a re´szben az elo˝bbi mo´dszer ha´rom e´rdekes eleme´t, a rossz e´s jo´ sorozatok
egy re´sze´nek a´tugra´sa´t elemezzu¨k.
7.1. A nemgrafikus sorozatok egy re´sze´nek a´tugra´sa
Ezt a mo´dszert az n = 30-as projektben vezettu¨k be.
Az n = 23, . . . , 29 esetben a foksorozatokat a pa´ros sorozatok ko¨zo¨tt kerestu¨k.
Ekkor a 7 516 816 644 943 560 pa´ros sorozat ko¨zo¨tt a 2 022 337 118 015 338 grafikus
sorozat 26, 90 sza´zale´kot ke´pviselt. Ismert (la´sd a [95] cikkben a 13. lemma´t),
hogy E(n) = Θ (4n/
√
n), mı´g Burns te´tele (la´sd az elo˝bbi cikkben a 22. te´telt)
G(n) szerint van olyan pozit´ıv C, amelyre G(n) = O
(
4n/
√
n/(log n)C
)
, ahonnan
ko¨vetkezik, hogy a grafikus sorozatok a pa´ros sorozatok ko¨zo¨tt aszimptotikusan
nullme´rte´ku˝ jelento˝s re´sze´t re´szhalmazt ke´pviselnek.
Az n = 30 e´s n = 31 esetben a rossz sorozatok jelento˝s re´sze´t a´tugrottuk. Ennek
ko¨szo¨nheto˝en az n = 30 esetben a tesztelt sorozatok 85, 40; mı´g az n = 31 esetben
86, 67 sza´zale´ka volt grafikus. Mivel a futa´si ido˝k me´g nagysza´mu´ processzor fel-
haszna´la´sa mellett is jelento˝sek, kulcsfontossa´gu´ mind a nemgrafikus, mind pedig
grafikus sorozatok mine´l nagyobb ha´nyada´nak a´tugra´sa.
A nemgrafikus sorozatok jelento˝s re´sze´nek te´nyleges elleno˝rze´se´t a ko¨vetkezo˝
lemma alapja´n ugrottuk a´t az n = 30 e´s n = 31 esetben.
Ha b = (b1, . . . , bn) (0, n − 1, n)-szaba´lyos sorozat, akkor a c = (c1, c2, . . . , cn)
sorozatot b-ne´l lexikografikusan (i, j)-kisebbnek nevezzu¨k, ha vannak olyan
1 ≤ i < j ≤ n indexek, melyekre
ha k = 1, . . . , i, akkor ck = bk,
e´s
n∑
k=i+1
ck ≤
n∑
k=i+1
bk
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e´s
j∑
k=i+1
ck <
j∑
k=i+1
bk.
7.1. Lemma. Ha b = b1, . . . , bn nemgrafikus sorozat, e´s vannak olyan i e´s j
indexek e´s egy olyan c = c1, c2, . . . , cn sorozat, amely lexikografikusan (i, j)-kisebb,
mint b, akkor c nemgrafikus.
Bizony´ıta´s. La´sd [88]. ⊓⊔
A lemma alkalmaza´sa´val mintegy 30 sza´zale´kkal sikeru¨lt az EGE1 program
futa´si ideje´t cso¨kkenteni.
7.2. A kis grafikus sorozatok a´tugra´sa
Az elo˝zo˝ defin´ıcio´hoz e´s lemma´hoz hasonlo´ eszko¨zo¨kkel kezelju¨k a grafikus so-
rozatok egy re´sze´nek a´tugra´sa´t.
Ha b = (b1, . . . , bn) szaba´lyos sorozat, akkor a c = (c1, . . . , cn) sorozatot b-ne´l
lexikografikusan (i, j)-nagyobbnak nevezzu¨k, ha vannak olyan 1 ≤ i < j < n
indexek, melyekre
ha k = 1, . . . , i, akkor ck = bk
e´s
j∑
k=i+1
ck >
j∑
k=i+1
bk,
tova´bba´
n∑
k=i+1
ck ≥
n∑
k=i+1
bk.
7.2. Lemma. Ha b = b1, b2, . . . , bn nemgrafikus sorozat, e´s vannak olyan i e´s
j indexek e´s egy olyan c = c1, c2, . . . , cn sorozat, amely lexikografikusan (i, j)-
nagyobb, mint b, akkor c nemgrafikus.
Bizony´ıta´s. La´sd [88]. ⊓⊔
7.3. A gra´fos sorozatok komplementereinek a´tugra´sa
Ha n pozit´ıv ege´sz sza´m, e´s a b = b1 ≤ · · · ≤ bn ≤ n − 1 nemcso¨kkeno˝
n-szaba´lyos sorozat, akkor a b′ = n − 1 − bn ≤ · · · ≤ n − 1 − b1 sorozatot a b
sorozat nemcso¨kkeno˝ komplementere´nek nevezzu¨k. Ehhez hasonlo´an definia´ljuk a
b nemno¨vekvo˝ n-szaba´lyos sorozatok nemno¨vekvo˝ komplementere´t is.
A gra´fos sorozatok a´tugra´sa´nak alapja lehet az az egyszeru˝ e´szreve´tel is, hogy
egy gra´fos sorozat komplementere is gra´fos sorozat.
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7.3. Lemma. Ha egy nemno¨vekvo˝ szaba´lyos b = b1, b2, . . . , bn sorozat gra´fos,
akkor a b′ = n− 1− bn, n− 1− bn−1, . . . , n− 1− b1 sorozat is gra´fos.
Bizony´ıta´s. Ha b gra´fos sorozat, akkor le´tezik olyan G egyszeru˝ gra´f, amely-
nek nemno¨vekvo˝en rendezett foksorozata b = b1, b2, . . . , bn. Ennek a gra´fnak van
komplementere, e´s abban a foksza´mok nemno¨vekvo˝en rendezett sorozata
b′ = n− 1− b1, n− 1− b2, . . . , n− 1− bn. Teha´t a b′ sorozat szinte´n gra´fos. ⊓⊔
Ha egy nemno¨vekvo˝ (vagy nemcso¨kkeno˝) n-szaba´lyos sorozat nemno¨vekvo˝en
(nemcso¨kkeno˝en) rendezett komplementer sorozata ugyancsak b, akkor akkor a b
sorozatot fe´lpalindrom sorozatnak nevezzu¨k. A ne´vva´laszta´s oka, hogy a palindrom
kifejeze´s ma´r foglalt [2, 101, 102] az olyan sorozatokra, amelyek megegyeznek a
saja´t megford´ıta´sukkal.
A b = b1, . . . , bn sorozat szimmetrikus elempa´rjainak a b1—bn, b2—bn−1, . . . ,
b⌊(n+1)/2⌋—b⌈(n+1)/2⌉ elempa´rokat nevezzu¨k. Megjegyezzu¨k, hogy ez a defin´ıcio´ azt
is jelenti, hogy pa´ratlan n esete´n az utolso´ szimmetrikus pa´rban ke´tszer szerepel
a sorozat ko¨ze´pso˝ eleme.
7.4. Lemma. A b = b1, . . . , bn n-szaba´lyos sorozat akkor e´s csak akkor fe´lpa-
lindrom sorozat, ha elempa´rjainak o¨sszege n− 1.
Bizony´ıta´s. Az a´ll´ıta´s a fe´lpalindrom sorozatok defin´ıcio´ja´bo´l ko¨vetkezik. ⊓⊔
Ha egy n-szaba´lyos sorozat nem fe´lpalindrom sorozat, akkor szimmetrikus
elempa´rjainak elemei ko¨zu¨l a lexikografikusan kisebbet (az adott rendeze´s szerint
elo˝bb sorra keru¨lo˝t) ero˝snek, a ma´sik elemet pedig gyenge´nek nevezzu¨k.
7.3.1. Komplementerek a´tugra´sa szaba´lyos sorozatok tesztele´se sora´n
Ha a potencia´lis gra´fos sorozatok tesztele´se sora´n egy b sorozatro´l kideru¨l, hogy
gra´fos, akkor a b′ sorozat is gra´fos. Ha egy gra´fos b sorozat b′ komplementere nem
azonos b-vel, akkor b′-t nem kell tesztelni. Eze´rt pe´lda´ul majd az n = 33 csu´-
csu´ gra´fok foksorozatainak lesza´mla´la´sa sora´n elegendo˝ a legala´bb 16-tal kezdo˝do˝
potencia´lis sorozatokat vizsga´lni, mert ha egy b nemcso¨kkeno˝ gra´fos sorozatban
b1 ≤ 16, akkor a nemcso¨kkeno˝ b′ sorozatban b′1 ≥ 16, azaz ennek a sorozatnak a
komplementere´t ma´r kora´bban megvizsga´ltuk.
Egy legala´bb 16-tal kezdo˝do˝ b gra´fos sorozat egyu´ttal fe´lpalindrom sorozat,
akkor egy gra´fos sorozatot ke´pvisel, egye´bke´nt azonban ketto˝t. Eze´rt a megtala´lt
gra´fos sorozatokat elleno˝rizni kell, hogy fe´lpalindrom sorozatok-e. A Fe´lpalind-
rom algoritmus elve´gzi ezt az elleno˝rze´st.
7.1. Algoritmus. Fe´lpalindrom(n, b)
Bemenet. n: csu´csok sza´ma (n ≥ 1);
b = b1, . . . , bn: a megvizsga´lando´ n-szaba´lyos sorozat.
Kimenet. 0 vagy 1 (1, ha a vizsga´lt sorozat fe´lpalindrom, egye´bke´nt 0).
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Munkava´ltozo´. i: ciklusva´ltozo´.
1. if n pa´ratlan and (n+ 1)/2 ̸= (n+ 1)/2 // 1–6. sor: tesztele´s
2. return 0 // 1–5. sor: b nem fe´lpalindrom sorozat
3. for i = 1 to ⌈n/2⌉
4. if bi + bn−i+1 ̸= n− 1
5. return 0
6. return 1 // 6. sor: b fe´lpalindrom sorozat
Fe´lpalindrom futa´si ideje legrosszabb esetben (pe´lda´ul ha b fe´lpalindrom so-
rozat) Θ(n), azonban az a´tlagos futa´si ideje enne´l le´nyegesen kisebb, mivel a gra´fos
sorozatok ko¨zo¨tt keve´s fe´lpalindrom sorozat van.
Egy nemno¨vekvo˝ 1-szaba´lyos sorozat van: 0 – ez fe´lpalindrom sorozat. Ha´rom
nemno¨vekvo˝ 2-szaba´lyos sorozat van: 1, 1; 0, 1 e´s 0, 0. Ko¨zu¨lu¨k az 1, 1 ero˝s, a 0,
0 gyenge, a 0, 1 pedig fe´lpalindrom sorozat. T´ız 3-szaba´lyos sorozat van: 2, 2, 2;
2, 2, 1; 2, 2, 0; 2, 1, 1; 2,1, 0; 2, 0, 0; 1, 1; 1, 1, 0; 1, 0, 0 e´s 0, 0, 0. Ezek ko¨zu¨l
az 1, 1, 1 e´s a 0, 1, 2 fe´lpalindrom, a to¨bbiek ko¨zu¨l 4 ero˝s e´s 4 gyenge. Harminco¨t
4-szaba´lyos sorozat van:
(3, 3, 3, 3); (3, 3, 3, 2); (3, 3, 3, 1); (3, 3, 3, 0); (3, 3, 2, 2); (3, 3, 2, 1); (3, 3, 2, 0);
(3, 3, 1, 1); (3, 3, 1, 0); (3, 3, 0, 0); (3, 2, 2, 2); (3, 2, 2, 1); (3, 2, 2, 0); (3, 2, 1, 1);
(3, 2, 1, 0); (3, 2, 0, 0); (3, 1, 1, 1); (3, 1, 1, 0); (3, 1, 0, 0); (3, 0, 0, 0); (2, 2, 2, 2);
(2, 2, 2, 1); (2, 2, 2, 0); (2, 2, 1, 1); (2, 2, 1, 0); (2 ,2, 0, 0); (2, 1, 1, 1); (2, 1, 1, 0);
(2, 1, 0, 0); (2, 0, 0, 0); (1, 1, 1, 1); (1, 1, 1, 0); (1, 1, 0, 0); (1, 0, 0, 0); (0, 0, 0, 0).
A sza´zhuszonhat 5-szaba´lyos sorozat ko¨zu¨l
(4, 4, 2, 0, 0); (4, 3, 2, 1, 0); (4, 2, 2, 2, 0); (3, 3, 2, 1, 1); (3, 2, 2, 2, 1) e´s (2, 2, 2, 2, 2)
fe´lpalindrom, a to¨bbieknek pedig fele ero˝s, fele pedig gyenge. A 6-szaba´lyos soro-
zatok ko¨zo¨tt 10, a 7-szaba´lyos sorozatok ko¨zo¨tt pedig 20 fe´lpalindrom sorozat van.
A ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´s megadja az n-szaba´lyos sorozatok ko¨zo¨tt le´vo˝ fe´lpalindrom,
ero˝s e´s gyenge sorozatok sza´ma´t.
7.5. Lemma. Ha n ≥ 1, akkor a nemcso¨kkeno˝ n-szaba´lyos sorozatok ko¨zo¨tt
P (n) =
(
n− 1
⌊n/2⌋
)
n-fe´lpalindrom sorozat, valamint
S(n) =W (n) = (E(n)− P (n))/2
ero˝s e´s gyenge sorozat van.
Bizony´ıta´s. Ha n pa´ros, akkor a sorozat elso˝ ⌊n/2⌋ eleme´t isme´tle´ssel va´laszthatjuk
ki a [0, ⌋(n− 1)/2⌋] intervallum ⌋n/2⌋ eleme ko¨zu¨l. Ha pedig n pa´ratlan, akkor a
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n R(n) P (n) S(n) = W (n) W (n)/R(n)
1 1 1 0 0.0000000000
2 3 1 1 0.3333333333
3 10 2 4 0.4000000000
4 35 3 16 0.4571428571
5 126 6 60 0.4761904762
6 462 10 226 0.4891774891
7 1 716 20 848 0.4941724942
8 6 435 35 3 200 0.4972804973
9 24 310 70 12 120 0.4985602633
10 92 378 126 46 126 0.4993180194
11 352 716 252 176 232 0.4996427721
12 1 352 078 462 675 808 0.4998291519
13 5 200 300 924 2 599 688 0.4999111590
14 20 058 300 1 716 10 028 292 0.4999572247
15 77 558 760 3 432 38 777 664 0.4999977875
16 300 540 195 6 435 150 266 880 0.4999989295
17 1 166 803 110 12 870 583 395 120 0.4999944849
18 4 537 567 650 24 310 2 268 771 670 0.4999973213
19 17 672 631 900 48 620 8 836 291 640 0.4999986244
20 68 923 264 410 92 378 34 461 586 016 0.4999993298
21 269 128 937 220 184 756 134 564 376 232 0.4999996568
22 1 052 049 481 860 352 716 526 024 564 572 0.4999998324
23 4 116 715 363 800 705 432 2 058 357 329 184 0.4999999143
24 16 123 801 841 550 1 352 078 8 061 900 244 736 0.4999999581
25 63 205 303 218 876 2 704 156 31 602 650 257 360 0.4999999786
26 247 959 266 474 052 5 200 300 123 979 630 636 876 0.4999999891
27 973 469 712 824 056 10 400 600 486 734 851 211 728 0.4999999947
15. ta´bla´zat. Csu´csok n, nemno¨vekvo˝ szaba´lyos sorozatok R(n), fe´lpalindrom
sorozatok P (n), ero˝s sorozatok S(n) e´s gyenge sorozatok W (n) sza´ma, valamint
az a´tugrott e´s a szaba´lyos sorozatok sza´ma´nak W (n)/R(n) ha´nyadosa 1, . . . , 27
csu´cs esete´n.
sorozat ko¨ze´pso˝ eleme ⌊n/2⌋, az ⌊n/2⌋ kezdo˝ elemet pedig isme´tle´ssel va´laszthatjuk
ki ⌈n/2⌉ elem ko¨zu¨l.
Az ero˝s e´s gyenge sorozatok ko¨lcso¨no¨sen egye´rtelmu˝en megfeleltetheto˝ek
egyma´snak, eze´rt az elso˝ egyenlo˝se´g igaz. A szaba´lyos sorozatok halmaza´ban
ha´romfe´le sorozat van: fe´lpalindrom, ero˝s e´s gyenge. Eze´rt a ma´sodik egyenlo˝-
se´g is igaz. ⊓⊔
A 15. ta´bla´zatban o¨sszefoglaljuk a nemno¨vekvo˝ szaba´lyos sorozatok bizonyos
adatait n = 1, 2, . . . , 27 csu´cs esete´n.
A ta´bla´zat alapja´n u´gy tu˝nik, hogy a ha´nyadosok sorozata monoton no¨vekedve
0.5-ho¨z tart, azaz aszimptotikusan a sorozatok fele´t nem kell tesztelnu¨k. A 7.1. te´-
tel bizony´ıtja, hogy ez igaz.
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7.1. Te´tel. Ha n tart a ve´gtelenbe, akkor
lim
n→∞
S(n) + P (n)
R(n)
=
1
2
. (12)
Bizony´ıta´s. Ke´t eset van. Ha n pa´ros, akkor a 7.5. lemma szerint
S(n) + P (n)
R(n)
=
R(n)/2− P (n)/2 + P (n)
R(n)
=
R(n) + P (n)
2R(n)
=
1
2
+
P (n)
2R(n)
=
1
2
+
(n− 1)!n!(n− 1)!
2(n/2)!(n/2)!(2n− 1)! .
A Stirling-formula
n! =
√
2pin
(n
e
)n(
1 +O
(
1
n
))
alakja´t felhaszna´lva
n3n−2e3n−1
n3n−1e3n−2
√
2pi(n− 1)22pin√
2(npi)3
(1 +O(1/(n− 1))2O(1 + 1/n)
(1 +O(2/n))2(1 +O(1/(2n− 1))) ,
ahonnan
S(n) + P (n)
R(n)
=
1
2
+
e
n
Θ(1),
amibo˝l ko¨vetkezik (12).
Ha n pa´ratlan, akkor a gondolatmenet e´s az eredme´ny hasonlo´. ⊓⊔
Ha a potencia´lis gra´fos sorozatokat lexikografikusan nemcso¨kkeno˝ sorrendben
tesztelju¨k, a fe´lpalindrom sorozatok tova´bbra is fe´lpalindrom sorozatok lesznek,
mı´g az ero˝s e´s gyenge sorozatok szerepet csere´lnek. Eko¨zben a ku¨lo¨nbo¨zo˝ t´ıpusu´
sorozatok sza´ma nem va´ltozik.
7.3.2. Komplementerek a´tugra´sa pa´ros sorozatok tesztele´se sora´n
Most vizsga´ljuk meg azt az esetet, amikor a gra´fos sorozatokat a pa´ros soroza-
tok ko¨zo¨tt keressu¨k.
Egy nemno¨vekvo˝ pa´ros 1-sorozat van: 0 – ez fe´lpalindrom sorozat. Ke´t nem-
no¨vekvo˝ pa´ros 2-szaba´lyos sorozat van: 1, 1 e´s 0, 0. Ko¨zu¨lu¨k az 1, 1 ero˝s, a 0, 0
pedig gyenge. Hat 3-pa´ros sorozat van: 2, 2, 2; 2, 2, 0; 2, 1, 1; 2, 0, 0; 1, 1, 0 e´s
0, 0, 0. Ezek ko¨zo¨tt nincs fe´lpalindrom, viszont 3 ero˝s e´s 3 gyenge sorozat van.
Tizenkilenc 4-pa´ros sorozat van:
(0, 0, 0, 0); (0, 0, 0, 2); (0, 0, 1, 1); (0, 0, 1, 3); (0, 0, 2, 2); (0, 0, 3
”
3); (0, 1, 1, 2);
(0, 1, 2, 3); (0, 2, 2, 2); (0, 2, 3, 3); (1, 1, 1, 1); (1, 1, 1, 3); (1, 1, 2, 2); (1, 1, 3, 3);
(1, 2, 2, 3); (1, 3, 3, 3); (2, 2, 2, 2); (2, 2, 3, 3) e´s (3, 3, 3, 3).
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n E(n) Pe(n) Se(n) = We(n) We(n)/E(n)
1 1 1 0 0.000000000000000
2 2 0 1 0.500000000000000
3 6 0 3 0.500000000000000
4 19 3 8 0.421052631578947
5 66 6 30 0.454545454545455
6 236 10 113 0.478813559322034
7 868 0 434 0.500000000000000
8 3235 35 1600 0.494590417310665
9 12190 70 6060 0.497128794093519
10 46252 126 23063 0.498637896739600
11 176484 0 88242 0.500000000000000
12 676270 462 337904 0.499658420453369
13 2600612 924 1299844 0.499822349508500
14 10030008 1716 5014146 0.499914456698340
15 38781096 0 19390548 0.500000000000000
16 150273315 6435 75133440 0.499978589012959
17 583407990 12870 291697560 0.499988969983082
18 2268795980 24310 1134385835 0.499994642532820
19 8836340260 0 4418170130 0.500000000000000
20 34461678394 92378 17230793008 0.499998659699639
21 134965161188 184756 67482488216 0.499999315541884
22 526024917288 352716 263012282286 0.499999664734513
23 2058358034616 0 1029179017308 0.500000000000000
24 8061901596814 1352078 4030950122368 0.499999916143978
25 31602652961516 2704156 15801325128680 0.499999957216313
26 123979635837176 5200300 61989815318438 0.499999979027604
27 486734861612328 0 243367430806164 0.500000000000000
16. ta´bla´zat. Csu´csok n, nemno¨vekvo˝ pa´ros sorozatok E(n), pa´ros fe´lpalind-
rom sorozatok Pe(n), pa´ros ero˝s sorozatok Se(n) e´s pa´ros gyenge sorozatok We(n)
sza´ma, valamint az a´tugrott sorozatok e´s a pa´ros sorozatok sza´ma´nakWe(n)/E(n)
ha´nyadosa 1, . . . , 27 csu´cs esete´n.
Ezek ko¨zu¨l a (3, 3, 0, 0); (3, 2, 1, 0) e´s (2, 2, 1, 1) fe´lpalindrom, a to¨bbiek ko¨zo¨tt
pedig 16 ero˝s e´s 16 gyenge sorozat van. A hatvanhat 5-szaba´lyos sorozat ko¨zu¨l a
(4, 4, 2, 0, 0); (4, 3, 2, 1, 0); (4, 2, 2, 2, 0); (3, 3, 2, 1, 1); (3, 2, 2, 2, 1) e´s a (2, 2, 2, 2, 2)
fe´lpalindrom, a to¨bbieknek pedig fele ero˝s, fele pedig gyenge.
7.6. Lemma. Ha n ≥ 1, akkor a nemno¨vekvo˝ n-pa´ros sorozatok ko¨zo¨tt pa´ros
n e´s 4k + 1 alaku´ pa´ratlan n esete´n
P (n) =
(
n− 1
⌊n/2⌋
)
,
4k + 3 alaku´ pa´ratlan n esete´n pedig
P (n) = 0
Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)
84 IVA´NYI ANTAL, KA´SA ZOLTA´N
n-fe´lpalindrom sorozat e´s
We(n) = Se(n) =
E(n)− Pz(n)
2
ero˝s e´s gyenge sorozat van.
Bizony´ıta´s. La´sd [88]. ⊓⊔
7.3.3. Komplementerek a´tugra´sa nullamentes pa´ros sorozatok
tesztele´se sora´n
Most vizsga´ljuk meg azt az esetet, amikor a gra´fos sorozatokat a nullamentes
pa´ros sorozatok ko¨zo¨tt keressu¨k. Ezek kezele´se bonyolultabb, mint a szaba´lyos e´s
pa´ros sorozatoke´ volt.
Egy nullamentes gra´fos sorozat izola´lt csu´csot tartalmazo´ gra´fhoz tartozik. Egy
nullamentes sorozatban vagy van n− 1, vagy nincs. Az n− 1-et tartalmazo´ soro-
zatok komplementere´ben van nulla, eze´rt az ilyen sorozatok komplementere´t nem
genera´ljuk, e´s ha gra´fosak, csak egyszeres su´llyal vesszu¨k o˝ket figyelembe. Az ilyen
sorozatokat fe´lero˝snek nevezzu¨k e´s sza´mukat M ′z(n)-nel jelo¨lju¨k az (n− 1)-et nem
tartalmazo´ esetben, e´s M ′′z (n)-nel a ma´sikban.
Elo˝szo¨r foglalkozzunk az (n−1)-et nem tartalmazo´ sorozatokkal. A nullamentes
1-pa´ros e´s a 2-pa´ros sorozatok ko¨zo¨tt nincs megfelelo˝ sorozat. A tizenkilenc 4-pa´ros
sorozat ko¨zu¨l most csak 3 felel meg: 2, 2, 2, 2; 2, 2, 1, 1 e´s 1, 1, 1, 1. Ko¨zu¨lu¨k a 2,
2, 1, 1 fe´lpalindrom, a 2, 2, 2, 2 ero˝s e´s az 1, 1, 1, 1 a gyenge pa´rja, azaz P ′z(4) = 1
e´s S′z(4) = W
′
z(4) = 1. A hatvanhat 5-pa´ros sorozat ko¨zu¨l most csak a ko¨vetkezo˝
9 felel meg:
(3, 3, 3, 3, 2); (3, 3, 3, 2, 1); (3, 3, 2, 2, 2); (3, 3, 2, 1, 1); (3, 2, 2, 2, 1); (3, 2, 1, 1, 1);
(2, 2, 2, 2, 2); (2, 2, 2, 1, 1); (2, 1, 1, 1, 1).
Ezek ko¨zu¨l a 3, 3, 2, 1, 1; 3, 2, 2, 2, 1 e´s 2, 2, 2, 2, 2 a fe´lpalindrom, e´s van
tova´bbi 3 ero˝s e´s 3 gyenge.
A 236 pa´ros 6-sorozat ko¨zu¨l a ko¨vetkezo˝ o¨tven 0-mentes e´s ugyanakkor 5-mentes
is:
(4, 4, 4, 4, 4, 4); (4, 4, 4, 4, 4, 2); (4, 4, 4, 4, 3, 3); (4, 4, 4, 4, 3, 1); (4, 4, 4, 4, 2, 2);
(4, 4, 4, 4, 1, 1); (4, 4, 4, 3, 3, 2); (4, 4, 4, 3, 2, 1); (4, 4, 4, 2, 2, 2); (4, 4, 4, 2, 1, 1);
(4, 4, 3, 3, 3, 3); (4, 4, 3, 3, 3, 1); (4, 4, 3, 3, 2, 2); (4, 4, 3, 3, 1, 1); (4, 4, 3, 3, 2, 1);
(4, 4, 3, 2, 2, 1); (4, 4, 3, 1, 1, 1); (4, 4, 2, 2, 2, 2); (4, 4, 2, 2, 1, 1); (4, 4, 1, 1, 1, 1);
(4, 3, 3, 3, 3, 2); (4, 3, 3, 3, 3, 1); (4, 3, 3, 3, 2, 2); (4, 3, 3, 3, 2, 1); (4, 3, 3, 2, 2, 2);
(4, 3, 3, 2, 1, 1); (4, 3, 2, 2, 2, 1); (4, 3, 2, 1, 1, 1); (4, 2, 2, 2, 2, 2); (4, 2, 2, 2, 1, 1);
(4, 2, 1, 1, 1, 1); (3, 3, 3, 3, 3, 3); (3, 3, 3, 3, 3, 1); (3, 3, 3, 3, 2, 2); (3, 3, 3, 3, 1, 1);
(3, 3, 3, 3, 2, 2); (3, 3, 3, 3, 2, 2); (3, 3, 3, 3, 1, 1); (3, 3, 3, 2, 2, 1); (3, 3, 3, 1, 1, 1);
(3, 3, 2, 2, 2, 2); (3, 3, 2, 2, 1, 1); (3, 3, 1, 1, 1, 1); (3, 2, 2, 2, 2, 1); (3, 2, 2, 1, 1, 1);
(3, 1, 1, 1, 1, 1); (2, 2, 2, 2, 2, 2); (2, 2, 2, 2, 1, 1); (2, 2, 1, 1, 1, 1); (1, 1, 1, 1, 1, 1).
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Ezek ko¨zo¨tt nincs fe´lpalindrom, e´s 25 ero˝s, valamint 25 gyenge van.
A 17. ta´bla´zatban o¨sszefoglaljuk a nemno¨vekvo˝ nullamentes e´s (n− 1)-mentes
pa´ros sorozatok bizonyos adatait.
n Ez(n) E
′
z(n) P
′
z(n) S
′
z(n) = W
′
z(n)
W ′z(n)
Ez(n)
1 0 0 0 0 ———–
2 1 0 0 0 0.00000
3 2 0 0 0 0.00000
4 9 3 1 1 0.11111
5 28 9 3 3 0.10714
6 110 44 0 22 0.20000
7 396 160 0 80 0.20202
8 1 519 651 15 318 0.20934
9 5 720 2 485 35 1 225 0.21416
10 21 942 9 752 0 4 876 0.22222
11 83 980 37 728 0 18 864 0.22462
12 323 554 147 070 210 73 430 0.22695
13 1 248 072 571 802 462 285 670 0.22889
14 4 829 708 2 229 096 0 1 114 548 0.23077
15 18 721 080 8 691 072 0 4 345 536 0.23212
16 72 714 555 33 933 459 3 003 16 965 228 0.23331
17 282 861 360 132 588 045 6 435 66 290 805 0.23436
18 1 101 992 870 518 584 880 0 259 292 440 0.23529
19 4 298 748 300 2 029 952 320 0 1 014 976 160 0.23611
20 16 789 046 494 7 952 706 234 43 758 3 976 331 238 0.23684
21 65 641 204 200 31 179 525 806 92 378 15 589 716 714 0.23750
22 256 895 980 068 122 331 419 080 0 61 165 709 540 0.23810
23 1 006 308 200 040 480 283 282 752 0 240 141 641 376 0.23864
24 3 945 186 233 014 1 886 828 198 398 646 646 943 413 775 876 0.23913
25 15 478 849 767 888 7 416 948 171 074 1 352 078 3 708 473 409 498 0.23958
26 60 774 332 618 300 29 171 679 656 784 0 14 585 839 828 392 0.24000
27 238 775 589 937 976 114 795 954 100 800 0 57 397 977 050 400 0.24038
28 938 702 947 395 204 451 968 085 782 876 9 657 700 225 984 038 062 588 0.24074
17. ta´bla´zat. Csu´csok n, nemno¨vekvo˝ nullamentes pa´ros sorozatok Ez(n), nulla-
mentes, pa´ros, (n−1)-et nem tartalmazo´ sorozatok E′z(n), fe´lpalindrom sorozatok
P ′z(n), ero˝s sorozatok S
′
z(n) e´s gyenge sorozatokW
′
z(n) sza´ma, valamint a tesztele´s
ne´lku¨l a´tugrott sorozatok e´s a nullamentes pa´ros sorozatok sza´ma´nakW ′z(n)/E
′
z(n)
ha´nyadosa 1, . . . , 28 csu´cs esete´n.
A ta´bla´zatban le´vo˝ adatokat a ko¨vetkezo˝ ke´pletekkel sza´mı´tottuk.
A nullamentes pa´ros sorozatok Ez(n) sza´ma´t megadja az (5.2) ke´plet. A ko¨vet-
kezo˝ 7.7. lemma alapja´n sza´mı´tottuk E′z(n) e´rte´ke´t.
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7.7. Lemma. Ha n ≥ 1, akkor
E′z(n) =
⌊n/2⌋∑
i=0
(⌈(n− 2)/2⌉ − 1 + 2i
2i
)
·
(⌊(n− 2)/2⌋ − 1 + n− 2i
n− 2i
)
.
Bizony´ıta´s. Mivel pa´ros sorozatokat vizsga´lunk, a bennu¨k le´vo˝ pa´ratlan elemek
sza´ma 0, 2, . . . , ⌊n/2⌋ lehet. A sorozatok lehetse´ges elemei most 1, 2, . . . , n − 2,
ezek ko¨zo¨tt ⌈(n − 2)/2⌉ pa´ratlan e´s ⌊(n − 2)/2⌋ pa´ros elem van, amelyek ko¨zu¨l
0, 2, . . . , ⌊n/2⌋ pa´ratlan elemet kell kiva´lasztanunk, a marade´k helyeket pedig pa´ros
elemekkel kell felto¨ltenu¨nk. ⊓⊔
A fe´lpalindrom, ero˝s, gyenge e´s fe´lero˝s sorozatok sza´ma´t ebben az esetben a
7.8. lemma adja meg.
7.8. Lemma. a) Ha k ≥ 0 e´s n = 4k + 2, akkor
P ′z(n) = 0.
b) Ha k ≥ 0 e´s n = 4k, akkor
P ′z(n) =
(
(n− 2)/2− 1 + n/2
n/2
)
.
c) Ha k = 4k + 3, akkor
P ′z(n) = 0.
d) Ha n = 4k + 1, akkor
P ′z(n) =
(
(n− 1)/2− 1 + (n− 1)/2
(n− 1)/2
)
=
(
n− 2
(n− 1)/2
)
.
e) Ha n ≥ 1, akkor
S′z(n) =W
′
z(n) =
E′z(n)− P ′z(n)
2
.
f) Ha n ≥ 1, akkor
S′′z (n) =W
′′
z (n) =
E′z(n)
2
.
Bizony´ıta´s. a) Mivel n = 4k + 2, egy fe´lpalindrom sorozatban n/2 = 2k + 1
szimmetrikus elempa´r lenne, melyek elemei o¨sszeadva (n − 1 = 4k + 1)-et adnak,
ı´gy a sorozat elemeinek o¨sszege (2k + 1)(4k + 1) lenne, ami pa´ratlan sza´m.
b) Ha n = 4k, akkor n/2 szimmetrikus pa´r van, e´s ha mindegyikben az elo˝´ırt
4k − 1 az elemek o¨sszege, a sorozat pa´ros. Az elso˝ n/2 elem az [1, ⌊(n− 1)/2⌋] =
= [1, (n − 2)/2] intervallumba tartozik e´s innen kell isme´tle´ssel n/2 elemet kiva´-
lasztani.
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c) Ha n = 4k + 3, akkor a ke´telemu˝ szimmetrikus pa´rok elemeinek o¨sszege
4k + 2, viszont a ko¨ze´pso˝ elemnek a 2k + 1 e´rte´ket kellene felvennie, ami pa´ratlan
sza´m, e´s ı´gy a sorozat elemeinek o¨sszege is pa´ratlan lenne.
d) A ko¨ze´pso˝ elemnek a pa´ros 2k = (n − 1)/2 e´rte´ket kell felvennie, eze´rt
a szo´ba jo¨vo˝ sorozatok elemeinek o¨sszege pa´ros. Az elso˝ (n − 1)/2 elemet az
[1, (n − 1)/2] intervallum elemei ko¨zu¨l kell isme´tle´ssel kiva´lasztanunk e´s ezek az
elemek egye´rtelmu˝en meghata´rozza´k az utolso´ (n− 1)/2 elemet.
e) A palindrom sorozatokon k´ıvu¨l csak ero˝s e´s gyenge sorozatok vannak, ame-
lyek ko¨lcso¨no¨sen egye´rtelmu˝en megfeleltetheto˝ek egyma´snak.
f) Ebben az esetben minden ero˝s sorozatnak van gyenge pa´rja, palindrom e´s
fe´lero˝s sorozat nincs. ⊓⊔
Most ne´zzu¨k az (n − 1)-et tartalmazo´ sorozatokat. E′′z (n) = Ez(n) − E′z(n)
ilyen sorozat van. Mivel n− 1 eleme a vizsga´lt sorozatoknak, viszont a nulla nem,
eze´rt itt fe´lpalindrom sorozat nincs, tova´bba´ ero˝s, valamint gyenge sorozat sincs –
minden sorozat fe´lero˝s, eze´rt mindegyiket tesztelni kell.
Kora´bbi szimula´cio´s eredme´nyeink [90] szerint aszimptotikusan a pa´ros soroza-
tok fele nullamentes. A 17. ta´bla´zat adatai pedig ala´ta´masztja´k azt a sejte´st, hogy
aszimptotikusan a nullamentes pa´ros sorozatok negyede gyenge, azaz a´tugorhato´,
eze´rt etto˝l az algoritmusto´l a futa´si ido˝ ko¨zel 25 sza´zale´kos cso¨kkene´se´t va´rjuk.
8. O¨sszefoglala´s
A naplo´fa´jlok e´s programok forra´sko´dja megtala´lhato´ a
http://people.inf.elte.hu/lulsaai/Holzhacker e´s
http://people.inf.elte.hu/tomintt/DegreeSeq
c´ımeken [120, 128].
Ko¨szo¨netnyilva´n´ıta´s.
A szerzo˝k ko¨szo¨nik Lucz Lora´ndnak, Matuszka Tama´snak e´s Szabados Kristo´f-
nak a sza´mı´to´ge´pes szimula´cio´hoz nyu´jtott seg´ıtse´get.
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PARALLEL ENUMERATION OF DEGREE SEQUENCES
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The problem of testing, reconstruction and enumeration of the degree sequences of simple
graphs has reach bibliography. In this paper we report on the parallel enumeration of the degree
sequences of simple graphs resulting the number of sequences for n = 24, . . . , 31 vertices.
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